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山东 大 学 博士 学 位 论文 
关于 正规 族 及 差分 多 项 式 值 分 布 问题 的 研究 


(山东 大 学 数学 学 院 ， 济 南 ， 250100) 
指导 老师 ， 


摘 要 


上 世纪 二 十 年 代 , 芬兰 数学 家 R. Nevanlinna 以 亚 纯 函数 为 研究 对 象 ， 引入 
了 特征 函数 的 概念 并 且 建 立 了 著名 的 Nevanlinna 理论 , 它 被 认为 二 十 世纪 最 伟 
大 的 数学 成 就 之 一 。 Nevanlinna 理论 包括 两 个 基本 定理 ， 即 Nevanlinna 第 一 
基本 定理 和 Nevanlinna 第 二 基本 定理 ， 并 且 后 者 显著 地 推广 Picard 小 定理 . 
Nevanlinna 理论 不 仅 是 经 典 函 数论 发 展 史 上 的 一 个 里 程 碑 ， 而 且 还 标志 着 现代 
亚 纯 函 数理 论 的 开端 . 现在 ，Nevanlinna 理论 广泛 地 应 用 于 亚 纯 函数 唯一 性 、 正 
规 族 、 复 微分 方程 、 复 动力 系统 等 领域 的 研究 中 . 

最 近 在 文章 [11] 和 [18] 中 , 作者 分 别 独立 估计 了 均值 函数 m(r, 2), 其 
中 函数 f(z) 为 有 穷 级 亚 纯 函 数 . 这 个 结果 可 以 看 做 是 离散 情形 下 的 对 数 导数 引 
理 的 对 应 形式 . 在 此 基础 上 , 许多 学 者 研究 了 涉及 差分 形式 的 值 分 布 问题 . 

正规 族 理论 是 复 分 析 理论 中 的 一 个 重要 分 支 . 正规 族 的 概念 是 由 P. Montel 
于 1907 年 给 出 ， 它 不 仅 与 值 分 布 理论 结合 紧密 ,也 在 近年 来 比较 活跃 的 复 动力 
系统 研究 中 有 重要 应 用 . 正规 族 研究 的 主要 目标 是 寻找 正规 定 则 ，Bloch 原理 在 
其 中 起 着 重要 的 指导 作用 , 尽管 它 一 般 而 言 并 不 成 立 . 中 国 的 学 者 们 , 如 : BR, 
张 广 厚 ， 顾 永 兴 ， 陈 怀 惠 ， 庞 学 诚 等 对 正规 族 理 论 的 推动 和 发 展 做 出 了 许多 卓越 
性 的 贡献 . 近 些 年 来 , 特别 是 将 Pang-Zalcman 引 理 以 及 分 担 值 的 思想 引入 正规 
族 研究 之 后 , 亚 纯 函 数 的 正规 族 理 论 研 究 变 得 非常 活跃 , 很 多 杰出 的 成 果 为 数学 
家 们 所 获得 . 

本 文中 , 我 们 得 到 了 关于 亚 纯 函数 差分 多 项 式 值 分 布 问题 的 一 些 结果 , 并 且 
研究 了 涉及 分 担 微分 多 项 式 和 全 纯 函 数 的 正规 族 问 题 . 论文 的 结构 安排 如 下 : 

在 第 一 章 中 , 我 们 简单 介绍 了 Nevanlinna 理论 、 涉 及 差分 形式 的 Nevanlinna 
理论 和 亚 纯 函 数 正规 族 理论 ， 
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在 第 二 章 中 , 我 们 利用 经 典 的 唯一 性 中 零点 和 极点 分 析 的 方法 , 研究 了 亚 纯 
函数 差分 多 项 式 的 值 分 布 问题 , 之 前 涉及 差分 形式 的 值 分 布 问题 基本 是 在 整 函数 
范围 内 讨论 , 我 们 考虑 了 亚 纯 函数 时 的 情形 并 得 到 下 列 结果 : 


定理 0.1. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 亚 纯 函数 ， s(z) 为 f(z) 的 小 函数 . > 
P(z) 是 一 个 多 项 式 ，m 是 集合 {2 : P(z) = 0} 的 势 且 满足 deg(P(2)) 一 m > 
3， 则 P(f(z)) + f(z 十 c) 一 s(z) 至 少 有 一 个 零点 . Sf 是 超越 亚 纯 函数 ， 则 
P(f(z)) + F(z +6) — s(z) 有 无 穷 多 个 零点 . 


定理 0.2. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 亚 纯 函 数 , WA c #0 为 周期 ， s(z) 
是 f(z) 的 小 函数 . 令 P(z), m 如 定理 0.1 中 所 述 . 若 deg(P(z)) 一 m > 4, Wl 
P(f(z)) + f(z +c) — f(z) —s(z) 有 无 穷 多 个 零点 ， 


我 们 同样 研究 了 亚 纯 函数 涉及 q 差分 形式 的 值 分 布 问 题 , 得 到 : 


定理 0.3. 假设 了 是 一 个 零 级 的 亚 纯 函数 ，g EC \{0}，s(z) 是 函数 了 的 
小 函数 . 多 项 式 P(z) 如 定理 0.1 PREX. 则 P(f(z)) + f(qz) 一 s(z) 至 少 有 一 
个 零点 . 者 f 是 一 个 超越 亚 纯 函数 , 则 P(f(z)) + f(qz) 一 s(z) 有 无 穷 多 零点 . 


在 第 三 章 中 , 我 们 研究 了 涉及 分 担 微分 多 项 式 的 亚 纯 函数 正规 族 问题 , 并 改 
进 了 雷 春 林 和 方 明亮 ( 见 [32]) 的 结果 . 实际 上 , 我 们 证 明了 如 下 结果 : 


定理 0.4. 假设 大 是 一 个 正 整数 ，. 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 上 且 满足 所 有 
函数 的 零点 重 数 不 小 于 k, 令 P= ap2? 十 … 十 a222 十 z 是 一 多 项 式 目 ap, a #0 
; p=deg(P) > k +2. 震 对 任意 的 f, g E 多 都 有 P(f)G(f) 和 P(g)G(g) 在 D 
内 IM 分 担 非 零 常数 b, 其 中 G(f) = fO +H) BRA ele < +1 
者 w(H) —deg(H) < 大 的 微分 多 项 式 . W 多 在 D 内 正规 . 


定理 0.5. 假设 大 是 一 个 正 整数 ，. 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 且 满足 所 
有 函数 的 零点 与 极点 的 重 数 分 别 大 于 等 于 和 2, 令 P(z) 是 一 至 少 具有 两 个 不 
同和 零点 的 多 项 式 . AREA fg © F BA P(f)G(f) 和 P(g)G(g) 在 D 内 IM 
分 担 常 数 b, 其 中 G(f) = fO + H(f) BRA w(H) — deg(H) < 大 的 微分 多 
项 式 . W 多 在 D 内 正规 . 


在 第 四 章 中 , 我 们 研究 涉及 分 担 全 纯 函 数 的 亚 纯 函 数 正规 族 问题 , 这 些 工作 
改进 了 方 明亮 、 常 建明 ( 见 [13]) 和 夏 吉英 、 徐 次 ( 见 [57]) 等 的 结果 . 


定理 0.6. 假设 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 ， U(F 0), ao, 1, ---» Qk—1 是 全 
APA, Ak IER. 若 对 于 任意 的 函数 fe 多 在 区 域 D 上 都 满足 SO, 
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P(f) = +a sf") +... +a f+ apf 关 0 以 及 对 任意 的 函数 fg E FA 
P(f) 和 P(g) MGE v. 则 F 4D EER. 


关键 词 : LH HR, 整 函数 ; 分 担 值 ; 正规 族 ; 差分 ; AFA. 
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Research on the problems of normal families and value distribution 
of differences polynomials 


( School of Mathematics, Shandong University, Jinan 250100, China ) 


Supervisor: 


ABSTRACT 


In the prime of 20 century, R. Nevanlinna researched on meromorphic func- 
tions and introduced the characteristic functions of meromorphic functions. Then 
he gave the famous Nevanlinna theory which is one of the greatest achievements 
in mathematics in the 20th century. The Nevanlinna theory is composed of two 
main theorems, which are called Nevanlinna’s first and second main theorems, 
since the latter one extends the Picard’s theorem greatly. The theory not only de- 
noted the beginning of the theory of meromorphic functions, but also is considered 
to be basis of modern meromorphic function theory. Now, Nevanlinna theory 
is applied in the fields of uniqueness theory, normal family, complex differential 
equation and complex dynamics etc.. 

The recent papers [11] and [18] include independently obtained estimates 
for the proximity function m(r, fet), when f(z) is a meromorphic function of 
finite order. The results may be viewed as discrete analogues of the lemma on the 
logarithmic derivative. On this basis, many scholars studied value distribution 
on difference operators. 

The theory of normal family is a important branch of complex analysis, in 
1907, P. Montel introduced the concept of normal family. It not only combined 
with value distribution theory, but also applied in complex dynamics which is a 
focus of the study now. Our aim is to find the criteria of normal families. Bloch’s 
principle is not true in general, but it still plays an important roll in the theory of 
normal family. Many Chinese scholars contributed the advancement and devel- 
opment of normal family theory, for example: L. Yang, G. H. Zhang, Y. X. Gu, 
H. H. Chen, X. C. Peng, M. L. Fang and J. M. Chang and so on. The research on 
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the normal family theory is a very active international subject in recent decades, 
especially applying Pang-Zaleman’s Lemma and the ideas of sharing values. After 
that, a lot of elegant fruits were proofed by many mathematicians. 

The present thesis involves some new results of value distribution on differ- 
ences polynomial for meromorphic function and the normal family criteria with 
sharing values. The dissertation is composed as follows. 

In chapter 1, we introduce the general background of Nevanlinna theory, 
the Nevanlinna theory on differences operators and the Normal family theory of 
meromorphic function. 

In chapter 2, we investigate value distribution on differences polynomial of 
meromorphic function by the classic methods of uniqueness problem . Our meth- 
ods are different from ones in the previous theorems. In fact, we obtained the 


results on meromorphic firstly. 


Theorem 0.1. Let f be a non-constant meromorphic function of finite order, 
s(z) be a small function of f(z). Suppose that P(z) is a polynomial, m is the 
cardinality of the set {z : P(z) = 0} and deg(P(z))—m > 3, then P(f(z))+f (z+ 
c) — s(z) has at least one zero. If f is a transcendental meromorphic function, 
then P(f(z)) + f(z +c) — s(z) has infinitely many zeros. 


Theorem 0.2. Let f be a transcendental meromorphic function of finite order, 
not of period c(# 0), and s(z) be a small function of f(z). Suppose that P(z) 
and m are as in Theorem 0.1. If deg(P(z))— m > 4, then P(f(z))+f(z+ce)- 


f(z) — s(z) has infinitely many zeros. 
We also study the same problem on q-differences and obtain: 


Theorem 0.3. Let f be a meromorphic function of zero order, q E C \ {0}, s(z) 
and P(z) satisfy the condition as Theorem 0.1. Then P(f(z)) + f(qz) —s(z) has 
at least one zero. If f is a transcendental meromorphic function, then P(f(z)) + 
f(qz) — s(z) has infinitely many zeros. 

In chapter 3, we study some normal criteria of meromorphic function about 


sharing differential polynomial. Our results improve some obtained results of C. 
L. Lei, M. L. Fang (see [32]). 


Theorem 0.4. Let k be a positive integer and let F be a family of meromorphic 
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functions in the domain D with the multiplicity of all the zeros are at least k. Let 
P = a2 + --- +422" +z be a polynomial, ap,a2 # 0 and p = deg(P) > k +2. 
If, for each f,g € F, P(f)G(f) and P(g)G(g) share a non-zero constant b IM 
in D, where G(f) = f + H(f) be a differential polynomial of f satisfying 


dla < Gq +1 or w(H) — deg(H) < k, then F is normal in D. 


Theorem 0.5. Let k be a positive integer, suppose that F be a family of mero- 
morphic functions in the domain D the multiplicity of all of whose zeros and 
poles are at least k and 2 respectively. Let P be a polynomial with two distinct 
zeros at least. If, for each f,g € F, P(f)G(f) and P(g)G(g) share a constant 
b IM in D, where G(f) = f® + H(f) be a differential polynomial of f with 
w(H) — deg(H) < k, then F is normal in D. 


In chapter 4, we study some normal criteria of meromorphic function about 
sharing horomorphic function. Our results improve some obtained results of M. 
L. Fang, J. M. Chang (see [13]) and J. Y. Xia, Y. Xu (see [57]). 


Theorem 0.6. Let F be a family of meromorphic functions defined in D, let 
w(# 0), ag, a1, , ---,ag-1 be holomorphic functions in D, and k be a positive integer. 
Suppose that, for every function f € F, f #0, P(f) = fP +a f EI +... + 
aif! +aof #0 and for every pair functions (f,g) € F. P(f) and P(g) share wv, 
then F is normal in D. 


Key words: Meromorphic functions; entire functions; value sharing; normal 
family; differences; finite order. 
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第 一 章 ”预备 知识 


在 本 章 中 ,我 们 主要 介绍 Nevanlinna 理论 ( 见 [23], [59], [61]), 正规 族 理论 
( 见 [50], [59])) 的 一 些 基 本 知识 以 及 差分 中 的 Nevanlinna 理论 的 基本 结果 . ( 见 
[10], [18] 48). 


a §1.1 Nevanlinna 理论 的 基础 知识 


上 世纪 二 十 年 代 , 芬兰 数学 家 R. Nevanlinna 以 亚 纯 函数 为 研究 对 象 ， 引 入 
了 特征 函数 的 概念 并 且 建 立 了 著名 的 Nevanlinna 理论 ， 它 被 认为 二 十 世纪 最 伟 
大 的 数学 成 就 之 一 . 这 一 节 主 要 介绍 Nevanlinna 理论 的 基本 概念 , 常用 符号 , 以 
及 几 个 基本 的 定理 . 篇 幅 有 限 , 我 们 无 法 将 Nevanlinna 理论 的 全 部 内 容 襄 括 ， 本 
节 只 将 人 氢 述 下 文中 用 的 的 内 容 。 


Nevanlinna 理论 广泛 地 应 用 于 复 分 析 的 各 个 领域 , 如 复 微分 方程 理论 , 唯一 
ý 性 理论 , 差分 方程 等 . 下 面 我 们 介绍 一 些 Nevanlinna 理论 的 基本 知识 . 


对 于 一 个 函数 f， 定 义 它 的 均值 函数 mir, f), 计数 函数 N (r, f), 精简 计数 
函数 N(r, f) 和 特征 函数 T(r, f) 如 下 : 
27 
m(r, fap f log+ |f (re®)| da, 


N(r, f):= | RED OD at + n(0, flog. 
7 


‘ N(r, f) =f. pa dt 十 元 (0, f) logr, 
0 
T(r, f):=m(r, f) + N(r, f). 
其 中 n(t, f) 表示 函数 f 在 |z| < t 中 的 极点 个 数 ( 计 重 数 )，7(t, S) 表示 f 在 
|z| < t 中 的 极点 个 数 (不 计 重 数 ). 
利用 特征 函数 还 可 以 定义 函数 了 的 级 p(f) 和 超级 pl 如 下 : 
log* T(r, f) 


p:=limsup — 
roo log T 
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log* log* T(r, f) 


=i 
re ge log r 


定理 1.1.( 第 一 基本 定理 ) ”假设 f 是 亚 纯 函数 ,对 任 一 复数 a, 有 


T (=~) =T(r, f) +O(1). 


定理 ener 假设 f(z) 为 |:| < R(< 00) 内 一 非常 数 的 亚 纯 函 ` 
数 , ay,(v = 1,2,--- ,9) 为 qd(> 2) 个 互相 判别 的 有 穷 复 数 , H min _ lay, —Ay,| > 


6 >0. Æ f(0) #0, 00 f'(0) #0, WF O0 <r< RA 


m(r, f) +X m(r,ay) < 2T(r, f) — Ni(r) + S(r, f). 


v=] 


其 中 
Ni(r) = (2N(r, f) — N(x, f')) +N (r, P) (1.1) 
2g a 
S(r, f) = m(r, = E) + mlr, Di -) + qlog* S +log2 + log —— FO (1.2) 
进一步 运用 Nevanlinna 第 一 基本 定理 , 可 得 到 第 二 基本 定理 的 另 一 种 形式 : 
定理 1.2.” 假设 f(z) 为 开平 面 内 非常 数 的 亚 纯 函数 , a,(v = 1,2,.… ,9) 为 
4( 2) 个 互相 判别 的 复数 (其 中 有 一 个 复数 可 以 为 无 穷 ), 则 
Ni(r) + S(r, FE 
y 


这 里 Ni(r) 仍 如 (1.1) 式 中 的 表示 ,5S(7, f) 与 定理 1.2 中 S(r, f) 相差 有 界 量 . 


定理 1.3.( 对 数 导 数 引 理 ) 假设 f(z) Æ |z| < R(< œ) 内 亚 纯 , F f(z) s 
0, co, WMFO<r<p<RE 


m(r, L) < 10+4log* logt +2logt 1+3 logt —+H logt p+4log* T(p, f). 


1 
FO) 
根据 对 数 导数 引 理 , 我 们 可 以 对 Nevanlinna 第 二 基本 定理 中 的 余 项 (1.2) 进 
行 估计 . 


oe 
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定理 1.4. 假设 f(z) 为 |z| < R(< œ) 内 一 非常 数 的 亚 纯 函数 ，S(7, f) 由 
定理 1.2 中 的 (1.2) 确定 , WY f(z) 为 有 穷 级 时 有 


S(r, f) = O(log7); 


当 f(z) 为 无 穷 级 时 有 
S(r, f) = O{log(rT (r, f))}, 


可 能 须 除 去 7 的 一 个 有 穷 线 测 度 集 ， 
一 般 情况 下 ,对 数 导数 引 理 记 为 下 列 形式 : 


mle £) = S(r, f) 


其 中 S(r, f)=0(T(r, f)) (7 二 00,7 所), 忆 为 r+ 上 的 线性 测度 有 穷 的 集合 . 


§1.2” 亚 纯 函 数 唯一 性 理论 


亚 纯 函数 唯一 性 理论 主要 研究 函数 条 件 , 使 得 在 这 些 条 件 下 函数 可 以 唯一 确 
E. 众所周知 ,任意 一 个 多 项 式 可 以 由 它 的 零点 (使 得 多 项 式 为 零 的 点 的 集合 ) 
所 决定 ， 除 去 相差 一 个 常数 因子 外 ,但 对 于 超越 整 函 数 和 超越 亚 纯 函数 并 不 正 
i, 例如 : 我 们 熟悉 的 函数 ez He 不 仅 有 相同 的 零点 ,而且 有 相同 的 土 和 
oo 值 点 . 因此 , 怎么 唯一 确定 一 个 亚 纯 函 数 是 有 意义 且 复 杂 的 . 在 这 个 领域 的 研 
究 中 , Nevanlinna 值 分 布 理论 起 着 非常 重要 的 作用 , 本 节 我 们 在 上 节 Nevanlinna 
值 分 布 理论 的 基础 上 介绍 亚 纯 函 数 唯一 性 的 发 展 , 基本 概念 以 及 基本 定理 . 由 于 
篇 幅 限制 ,只 能 介绍 到 唯一 性 理论 的 基本 定义 和 定理 , 其 他 主要 内 容 可 参阅 教材 
[61]. 为 了 叙述 的 方便 , 我 们 首先 介绍 两 个 基本 的 概念 . 假设 f(z)，g(z) 是 D 上 
的 亚 纯 函 数 , H a E CUf{o0}. 若 f 一 a 和 9g 一 a 有 相同 的 零点 (PHE), 
称 函 数 f 和 g IM 分担 a. 若 f 一 a 和 9 一 a 有 相同 的 零点 ( 计 重 数 ), 则 称 f 和 
g CM 分 担 a. 


在 上 世纪 二 十 年 代 末 , 做 为 Nevanlinna 理论 的 一 个 应 用 ，R. Nevanlinna 证 
明了 任意 一 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 可 以 由 五 个 值 唯 一 确定 , 即 著名 的 五 值 定理 . 


Ve 
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定理 1.5.( 五 值 定理 ) 假设 f(z) 和 g(z) 为 两 个 非常 数 的 亚 纯 函 数 ， 并 且 
ajj = 1,2,3,4,5) 为 扩充 复 平面 上 的 五 个 判别 的 复数 . 如果 fA 9 IM 分 担 
a;(j = 1,2,3,4,5), Wf =g. 


定理 1.6.( 四 值 定 理 ) 假设 f(z) 和 g(z) 为 两 个 非常 数 的 亚 纯 函数 ，a;(j = 
1,2,3,4) 为 扩充 复 平 面 上 的 四 个 判别 的 复数 . 如果 f Mg CM 分 担 alj = 
1,2,3,4) A f(z) Æ g(2), 则 函数 f(z) 是 g(z) 的 双 线 性 变换 . 保持 aj(7 = 1, 2, 3, 4) 
中 两 个 复数 不 变 ， 剩 下 两 个 相互 调换 ， 则 相互 调换 的 两 个 复数 值 是 函数 f(z) 和 
g(z) 的 两 个 Picard 例外 值 . 


需要 说 明 的 是 将 五 值 定理 中 的 复数 蔡 换 为 小 函数 ,结论 仍然 成 立 . 在 1979 
年 ，Gundersen 将 四 值 定理 (4CM) 的 条 件 减弱 为 三 个 值 CM 分 担 和 一 个 值 IM 
分 担 (3CM+1IM), 然后 于 1983 年 , 进一步 减弱 为 两 个 值 CM 分 担 和 两 个 值 IM 
分 担 (2CM+21M). 而 四 值 定理 的 条 件 是 否 可 以 进一步 减弱 为 一 个 值 CM 分 担 和 
三 个 值 IM 分 担 (1CM+3CM) 依然 没有 答案 ， 


在 本 文 的 第 二 章 中 , 我 们 使 用 了 亚 纯 函数 唯一 性 理论 中 经 典 的 构造 函数 以 及 
对 构造 函数 进行 零点 、 极 点 分 析 的 方法 , 证 明了 几 个 亚 纯 函数 涉及 差分 形式 多 项 
式 的 值 分 布 问题 . 


81.3 亚 纯 函数 正规 族 理论 


二 十 世纪 初 ，P. Montel 引进 了 正规 族 的 概念 ,他 把 具有 某 种 列 紧 性 的 函数 
族 称 为 正规 族 . 正规 族 理论 的 研究 不 仅 有 重要 的 理论 意义 , 而 且 有 重要 的 应 用 价 
值 . 如 : 近 些 年 比较 活跃 的 复 动力 系统 学 中 的 基本 概念 ( Julia BA Fatou 集 ) 都 
是 由 正规 族 引出 . 不 仅 如 此 ，Julia 和 Fatou 在 二 十 世纪 二 十 年 代 做 出 复 动 力 系 
统 的 葛 基 性 研究 中 ， Montel 正规 定 则 扮演 着 不 可 或 缺 的 角色 . 正规 族 理 论 研 究 
的 核心 问题 是 寻找 正规 定 则 ，P. Montel 首先 把 正规 族 与 函数 取 值 的 问题 联系 在 
一 起 ， 即 经 典 的 Montel 正规 定 则 . 其 后 的 发 展 中 ,， 值 分 布 理 论 在 正规 定 则 的 证 
明 过 程 里 起 着 重要 作用 . 在 上 部 分 介绍 完 Nevanlinna 值 分 布 理 论 之 后 ， 本 节 我 
们 将 围绕 理论 的 基本 概念 , 基本 定理 以 及 正规 族 理论 的 发 展 进行 叙述 , 由 于 篇 幅 


-A 
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RA, 我 们 只 重点 介绍 本 文中 用 的 的 内 容 , 详细 内 容 可 以 参考 教材 [50] 等 . 
为 了 下 文 方便 , 我 们 首先 介绍 正规 族 的 几 个 基本 概念 : 
EN 1.1. 假设 za, z2 € C 是 两 个 复数 , W za, z2 的 球面 距离 为 


|21 = z2|| 


V1i+|al VI+ fz] 


+) ft Yb. f#(>) = If (z)| 
另外 , TAER (2) HARTER IO. SHE) = a. 


结合 球面 距离 的 概念 ,我 们 可 以 给 出 函数 族 正 规 的 准确 定义 : 


定义 1.2. 假设 F ARR D 内 的 亚 纯 函 数 族 . 如 果 F 中 任意 一 函数 列 
所 (z) 都 存在 按 球 面 距离 内 闭 一 致 收敛 的 子 列 包 ， 则 称 函 数 族 多 EKR D 上 
正规 . 


对 于 全 纯 函 数 的 情形 , 我 们 给 出 一 个 定义 的 等 价 形式 , ARBRE: 假设 多 | 
为 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 族 . 若 函 数 族 多 中 任意 函数 列 fa) 都 存在 一 个 子 列 | 
fn, ERR D 上 内 闭 一 致 收敛 到 一 全 纯 函 数 或 者 一 致 趋 于 co, 则 称 函 数 族 多 在 
区 域 D 内 正规 . 


关于 函数 族 在 一 区 域内 正规 与 其 在 区 域内 的 点 上 正规 的 关系 如 下 : 


定理 1.7. 假设 多 为 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , 则 F 在 区 域 D 内 正规 
的 充 要 条 件 为 它 在 区 域 D 内 的 每 一 点 正规 . 


正规 族 理论 的 发 展 可 分 为 三 个 阶段 , 第 一 阶段 , 数学 工作 者 的 研究 主要 集中 
在 全 纯 函 数 情形 ， 而 以 亚 纯 函 数 为 对 象 的 研究 成 果 并 不 多 . K, P. Montel 以 
模 函 数 为 工具 证 明了 Montel 正规 定 则 , 但 这 种 个 方法 似乎 难以 更 深入 地 研究 正 
规 族 理论 。 Nevanlinna 值 分 布 理 论 的 产生 使 得 正规 族 与 函数 导数 的 取 值 问题 联 
系 起 来 成 为 可 能 ， 并 且 简 化 了 上 述 Montel 定理 的 证 明 . 二 十 世纪 三 十 年 代 , 随 
着 Nevanlinna 值 分 布 理 论 应 用 到 正规 族 理 论 研 究 中 促使 正规 族 理论 达到 了 一 个 
高 峰 ， 这 个 阶段 中 的 主要 结果 有 著名 的 Marty EM, Miranda NARESE 
正规 定 则 等 , 其 中 Marty 定 则 是 关于 亚 纯 函数 情形 的 ， 


定理 1.8.( Marty EM) KF 为 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 , .多 EKR D 
内 正规 的 充 要 条 件 为 对 区 域 D 内 的 任 一 有 界 闭 集 Di, 都 存在 一 个 常数 M, 使 得 


.5- 


X (2, 22) = 
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球面 导数 
fF(z) = IEMA ESM, vf EF, zE D. 


定理 1.9.( Montel EMI) 7% F ARR D 内 的 一 族 亚 纯 函 数 , a,b,c 为 三 个 
判别 的 复数 (其 中 之 一 可 以 为 无 穷 )， MR ,多 中 的 每 一 个 函数 在 区 域 D HAR 
a,b,c, 则 多 在 区 域 D 内 正规 . 


定理 1.10.( Miranda 定 则 ) 设 多 HRM D 内 的 一 全 纯 函 数 族 ,上 是 一 个 
正 整 数 , & 多 中 的 每 一 个 函数 f EKR D 内 不 取 0, 且 其 导数 f 不 取 1, 则 
多 在 区 域 D 内 正规 . 


第 二 个 阶段 是 二 十 世纪 五 六 十 年 代 到 八 十 年 代 。1959 Æ, W. K. Hayman 
建立 了 著名 的 不 等 式 并 提出 猜想 : 一 个 亚 纯 函数 族 在 Miranda 定 则 的 条 件 保持 
不 变 的 情形 下 是 否 仍 保持 其 正规 性 ? 1979 年 ， 顾 永 兴 证 明了 这 个 猜想 . 其 后 以 
W. K. Hayman 所 提出 的 几 个 猜想 为 主线 获得 了 一 系列 新 的 正规 定 则 ， 其 中 大 
部 分 由 我 国 数学 工作 者 完成 . 值得 一 提 的 是 : 到 二 十 世纪 八 十 年 代 中 期 ，W. K. 
Hayman 猜想 全 部 被 证 实 , 这 标志 着 正规 族 理论 研究 达到 一 个 相对 更 高 的 阶段 . 


在 上 述 两 个 阶段 中 ， 人们 对 正规 定 则 的 研究 绝 大 部 分 采用 的 是 Miranda 的 
方法 , 即 消去 原始 值 的 方法 . 它 的 原理 是 : 依据 Nevanlinna 值 分 布 理论 得 到 一 个 
界 团 定理 (不 等 式 ), 再 消去 原始 值 , 证 明 中 需要 很 高 的 技巧 . 因此 使 得 某 些 正规 
定 则 的 证 明 过 程 也 非常 复杂 . 


第 三 阶段 应 该 追溯 到 1975 年 以 色 列 数学 家 L. Zalcman 的 一 篇 论文 . 他 在 文 
HARRIE, A Marty 定 则 给 出 了 一 族 亚 纯 函数 不 正规 的 充分 必要 条 件 ， 由 此 
导出 一 个 有 趣 的 正规 定 则 并 应 用 它 证 明了 一 些 正 规定 则 . 到 20 世纪 80 EK, 
我 国 的 数学 工作 者 改进 了 L. Zalcman 的 结果 . 他 们 把 L. Zalcman 的 结果 与 导 函 
数 联系 , 这 种 方法 不 仅 简化 了 原来 正规 定 则 的 证 明 , 而 且 建 立 了 一 系列 新 的 正规 
定 则 . 它 被 称 为 Zalcman-Pang 方法 . 这 时 期 正规 定 则 的 研究 主要 是 两 个 反面 展 
F: 一 、 对 Hayman 猜想 的 深化 , 我 国 数学 工作 者 在 正规 族 领域 的 研究 一 直 处 于 
前 沿 地 位 . 二 、 将 正规 族 和 唯一 性 问题 联系 起 来 考虑 ,这 个 想法 是 由 W.Schwich 
首先 提出 , 这 方面 的 成 果 主 要 由 以 色 列 和 我 国 数学 工作 者 取得 . 


下 面 , 我 们 介绍 一 下 Bloch 原理 的 内 容 以 及 它 在 正规 族 理论 中 的 作用 . Bloch 
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猜测 对 应 于 一 个 Picard 型 定理 , 必然 存在 一 个 相应 的 正规 定 则 . 具体 叙述 为 : 假 
设 P 是 一 个 亚 纯 函 数 性 质 ， 如果 亚 纯 函 数 f 在 复 平面 的 区 域 D 内 满足 性 质 P, 
则 有 函数 P 晓 化 为 常数 函数 . 那么 对 于 定义 在 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 .多 , FA 
数 族 中 的 任意 函数 在 D 上 都 满足 性 质 P, 则 多 在 区 域 D 内 正规 . 如 果 我 们 约定 
性 质 P 为 函数 在 区 域内 有 界 , 则 很 容易 得 到 关于 Bloch 原理 一 个 最 简单 的 例子 : 

Liouville 定理 说 有 界 的 全 纯 函 数 是 常 函 数 ， 另 外 全 纯 函 数 族 多 EKR D AE 
规 , 如 果 对 于 函数 族 中 任意 的 函数 f, 以 及 任意 的 z © D 都 有 \f(z)| < MM 成 立 ， 
其 中 M 为 常数 . 需要 指出 的 是 对 于 函数 族 中 任意 的 函数 f, 存在 常数 天 = K(f) 
使 得 在 区 域 D 内 都 有 |f(z)| < K(f) 时 , 函数 族 不 一 定 正规 . 事实 上 ,我 们 有 例 
子 可 以 说 明 . 假设 在 单位 圆 盘 上 定义 函数 族 F = {f,:n E N}, 其 中 f(z) = nz. 
函数 族 中 每 个 函数 都 有 界 , 但 函数 族 在 单位 圆 盘 内 并 不 正规 . 因此 为 了 使 得 性 质 
“函数 有 界 ” 能 引导 出 一 个 正规 族 ， 函 数 族 一 致 有 界 是 必要 条 件 . 另外 不 难看 出 
假如 性 质 P 为 亚 纯 函 数 在 复 平面 上 有 三 个 例外 值 ， 则 Picard 定理 与 Montel IE 
规定 则 也 是 Bloch 原理 的 一 个 例子 . 虽然 Bloch 原理 并 不 准确 (存在 反例 , 参考 
[49]), 但 仍然 是 寻找 正规 定 则 的 最 有 效 的 途径 . 最 后 为 了 下 文 的 需要 , 我 们 介绍 
Hurwits 定理 , 具体 的 内 容 为 : 假设 一 函数 列 n 在 区 域 D 内 解析 , 且 在 区 域 D 
内 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 不 恒 为 零 的 函数 f(z), Fy BERD 内 任意 可 求 长 的 简 
单 闭 曲线 , 是 不 经 过 函数 f(:) 的 零点 . 则 当 n 充分 大 时 , 在 曲线 y 内 函数 f(z) 
与 极限 函数 f(z) 有 相同 的 零点 . 为 了 方便 应 用 ， 我 们 给 出 Hurwits 定理 的 一 个 
推论 形式 是 : 假设 一 函数 列 f 在 区 域 D 内 解析 且 无 零点 , REI D AAA 
一 致 收敛 到 一 个 函数 f(z), 则 极限 函数 f(z) 恒 为 0 或 者 亦 无 零点 。 Hurwits E 
理 在 证 明正 规定 则 时 有 重要 作用 , 证 明 一 般 运 用 反 证 法 , 由 Zalman 引 理 出 发 ， 
运用 Hurwits 定理 以 及 值 分 布 理论 得 到 矛盾 .Hurwits 定理 的 证 明 可 由 我 们 熟悉 
的 幅 角 原理 得 到 . 


$1.4 涉及 差分 形式 的 Nevanlinna 理论 


在 上 述 Nevanlinna 值 分 布 理 论 的 基础 上 ， 我 们 氢 述 涉及 差分 形式 的 值 分 布 
理论 ,涉及 差分 形式 的 值 分 布 理论 近 几 年 成 为 研究 的 热点 问题 之 一 ， 我们 熟悉 
Nevanlinna 理论 中 第 二 基本 定理 起 着 非常 重要 的 作用 ， 而 对 数 导数 引 理 是 完成 
第 二 基本 定理 证 明 的 基础 . 正如 对 数 导数 引 理 在 Nevanlinna 理论 中 的 作用 一 样 ， 


Jae dip 
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对 数 导 数 引 理 对 应 的 差分 形式 的 证 明黄 定 了 差分 中 Nevanlinna 理论 的 研究 . 这 
个 证 明 的 证 明 是 由 Halburd 和 Korhonen [18, 19] 与 Chiang 和 Feng [11] 分 别 
独立 完成 .下 面 我 们 将 介绍 对 数 导数 引 理 对 应 的 差分 形式 已 经 涉及 差分 形式 的 
Nevanlinna 值 分 布 理 论 的 基本 定理 . 


定理 1.11.( [18], 推论 2.1) 假设 f(z) 是 非常 数 有 穷 级 亚 纯 函数 ，c EC 且 


je (0,1), 则 flz+0) T(r + lel, £) 
LEONEN o a E 


对 于 所 有 的 7 成 立 , 至 多 存在 一 对 数 测度 有 穷 的 例外 集 . 
定理 1.11 的 另 一 种 形式 为 : 


定理 1.12.( [19], 定理 2.1) 假设 f(z) 是 非常 数 有 穷 级 亚 纯 函数 ，c EC 且 
ô € (0,1), W 


对 于 所 有 的 r 成 立 , 至 多 存在 一 对 数 测度 有 穷 的 例外 集 ， 


定理 1.13.( [11], 推论 2.5) 假设 f(z) 是 非常 数 有 穷 级 亚 纯 函数 ,级 为 p, 
且 c EC. 则 对 于 任意 的 ec> 0 都 有 


m (r i - +i) = O(r?-*44), 


最 近 ， 上 述 结果 被 进一步 推广 到 到 超级 小 于 1 的 情形 , RA RSME: 


定理 1.14.( [21], 定理 5.1) 假设 f(z) 是 非常 数 亚 纯 函数 , 超级 p <1, H 
c EC . 则 对 于 任意 的 e>0 


TEEN ef De, Ff) 
nr FC) Jo (ES) 
对 于 所 有 的 7 成 立 , 至 多 存在 一 对 数 测度 有 穷 的 例外 集 . 


到 此 为 止 ,我 们 完成 了 预备 知识 的 介绍 和 氢 述 ， 有 了 这 部 分 基础 知识 之 后 ， 
下 面 我 们 进入 论文 的 主要 内 容 . 


aR 
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第 二 章 ”涉及 差分 形式 的 值 分 布 问题 研究 


差分 形式 对 数 导数 引 理 的 建立 拉 开 了 涉及 差分 形式 Nevanlinna 值 分 布 理论 
研究 的 序幕 . 由 于 Hayman 定理 在 Nevanlinna 值 分 布 理论 中 的 重要 地 位 ，Hay- 
man 定理 的 差分 对 应 形式 的 研究 就 成 为 差分 值 分 布 理论 的 热点 之 一 . 本 章 中 , 我 
们 考虑 了 涉及 差分 形式 的 值 分 布 问题 , 得 到 了 两 个 关于 亚 纯 函数 的 涉及 差分 形式 
值 分 布 问题 的 定理 , 之 前 的 结果 基本 都 是 关于 整 函 数 情形 下 的 值 分 布 问题 . 在 涉 
及 差分 形式 的 值 分 布 问题 中 , 当 函 数 是 整 函 数 时 由 于 函数 为 有 穷 级 , 则 定理 的 证 
明 主要 工具 是 Hadamard 因子 分 解 定理 以 及 Clunie 引 理 . 而 当 函 数 是 亚 纯 函数 
时 ， 一 般 通过 Nevanlinna 值 分 布 理 论 中 特征 函数 的 性 质 建立 不 等 式 , 从 而 完成 
定理 的 证 明 . 在 这 一 章 中 , 我 们 运用 亚 纯 函 数 唯一 性 问题 中 经 典 的 构造 函数 以 及 
分 析 零 点 和 极点 的 方法 建立 了 关于 特征 函数 的 一 个 不 等 式 , 从 而 完成 了 亚 纯 函 数 
情形 下 的 定理 证 明 , 这 个 结果 改进 了 之 前 的 工作 . 为 了 方便 阅读 ,本章 的 结构 如 
F: 第 一 节 为 引言 及 主要 结果 , 我 们 主要 介绍 了 几 个 常用 的 符号 , 在 此 基础 上 介 
绍 了 研究 问题 的 背景 , 以 及 目前 的 一 些 重要 结果 , 其 中 几乎 都 是 关于 整 函 数 的 结 
论 . 最 后 给 出 了 本 章 的 两 个 主要 定理 , 定理 的 直接 推论 以 及 相应 的 涉及 4 差分 的 
亚 纯 函 数 情形 下 的 结果 . 第 二 节 我 们 列 出 了 定理 证 明 中 需要 的 所 有 引 理 . 在 第 三 
节 、 第 四 节 和 第 五 节 是 定理 的 证 明 , 我 们 详细 的 叙述 了 本 章 主要 定理 的 证 明 , 而 
在 第 五 节 中 删 减 了 定理 2.5 证 明 过 程 中 与 之 前 过 程 重复 的 部 分 . 在 最 后 一 部 分 我 
们 在 总 结 前 面 结果 的 基础 上 给 出 了 后 续 问 题 的 研究 展望 以 及 需要 改进 的 地 方 . 


§2.1 引言 及 主要 结果 


MRM f(z) 在 复 平面 上 除 极 点 外 是 一 个 解析 函数 , 则 称 f(z) 是 一 个 亚 纯 
函数 . 本 章 中 涉及 差分 形式 的 Nevanlinna 理论 中 的 符号 与 传统 的 符号 一 致 ， 比 
如 : 特征 函数 T(r, f), 均值 函数 m(r, f), 计数 函数 N(r, f) 等 . 另外 我 们 用 ACS) 
表示 函数 f(z) 的 零点 收敛 指数 ， 和 (了 ) 表示 函数 f(z) 的 极点 收敛 指数 . 


1959 年 ，W. K. Hayman 证 明了 下 面 两 个 定理 : 
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定理 2A.( [22]) 假设 f 是 一 个 非常 数 的 超越 整 函 数 ，n > 3 是 正 整数 量 a 
为 非 零 常数 . 则 F(z) 一 af"(z) 取 所 有 的 有 穷 值 无 穷 多 次 . 


定理 2B.( [22]) 假设 f 是 一 个 非常 数 的 超越 亚 纯 函数 ，n > 5 LEMMA 
a 为 非 零 常数 . 则 f(z) 一 af"(z) 取 所 有 的 有 穷 值 无 穷 多 次 . 


最 近 ，Halburd 和 Korhonen |18, 19] 与 Chiang 和 Feng [11] 分 别 独 立 证 明 
了 涉及 差分 形式 的 对 数 导 数 引 理 . 接 下 来 , 有 许多 学 者 研究 了 涉及 差分 形式 的 值 
分 布 理 论 (HL: [2]; [9]; [10]; [26]; [27] 等 ). 


假设 f 为 超越 亚 纯 函 数 , 下 文中 关于 差分 A"f 的 记号 如 文 [54] 所 定义 . 
Af(z)= f(z+1)—f(z), A" f(z) = A"f(z+1)— A*f(z), n =0,1,2,--- 


EX [54] F, 作者 首次 考虑 了 A"f 是 否 一 定 有 零点 的 问题 。 Bergweiler 和 
Langley [4] 进一步 考虑 这 个 问题 ， 得 到 了 : 
定理 2C. 假设 ne N 且 f 是 一 个 级 p < 3 的 超越 整 函数 , 记 


如 果 G(z) 为 超越 的 ， 则 G) 有 无 穷 多 个 零点 . 特别 地 ， 若 函数 S 的 级 小 于 
min{=, 5}, W G(z) 为 超越 的 且 有 无 穷 多 个 零点 . 


对 于 一 阶 的 差分 分 式 , 定理 2C 中 对 于 级 的 限制 可 以 推广 如 下 : 


定理 2D. 存在 ôo € (0.5) 满足 下 面 的 性 质 , 假设 f 是 一 个 超越 整 函 数 且 
级 满足 : 


Alf) <i<3+6<l. 


则 
EA _ fe+D-F@ 
eae lo) Le 


有 无 穷 多 个 零点 ， 


进一步 , TEX [4] 中 考虑 了 f(z 十 c) - f(z) 的 零点 存在 性 问题 , 证 明了 下 面 
几 个 定理 . 


. 10. 
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定理 2E. 假设 f 是 一 个 超越 亚 纯 函数 且 下 级 o(f) < 1 设 cEC\0 zj, % 
为 函数 f 的 极点 且 满 足 zj- =c 的 极点 至 多 为 有 穷 多 个 . 则 函数 f(z+c)—f(2) 
有 无 穷 多 个 零点 . 


对 于 给 定 的 函数 f 几乎 所 有 的 ce C 满足 定理 2E 的 条 件 , 但 下 面 的 定理 说 
BA: 即使 函数 的 下 级 为 零 , 定理 2B 关于 常数 c 的 假设 亦 是 必要 条 件 . 


定理 2F. 假设 o(r) 是 [1, co) 上 非 减 的 正 函 数 且 有 lim, 9(7) = 00 MAL, 
则 存在 复 平面 上 的 超越 亚 纯 函数 f 满足 : 


imap OD). 


r—+00 


和 
T(r, f) 


inf 一 一 一 一 一 
r+o (r)logr 
使 得 函数 g(z) = Af(z) = f(z +1) - f(z) 仅 有 一 个 零点 . 此 外 有 


lim su T(r, 9) < oo 
r+o O(r)logr 


< ©, 


另外 , 对 于 增长 级 足够 小 的 超越 亚 纯 函数 , 一 阶 差分 或 者 一 阶 差 分 的 商 有 无 
穷 多 个 零点 . 


定理 2G. 假设 f 是 一 个 超越 亚 纯 函 数 且 T(r, f) = O(logr)” 7 一 oo, > 
o(z) = Af(z) i py I eee 3 -f+ -IO 则 函数 G 


f(z) 
或 者 9 BO—-TALASTER. 
Laine 和 杨 重 骏 [31] 研究 了 涉及 差分 算 子 的 整 函 数值 分 布 问题 , 得 到 了 : 


定理 2H. 假设 是 一 个 有 穷 级 超越 整 函数 , He 关 0 为 常数 . WHF n> 2 
时 ，f"(z)f(z 十 c) 取 任意 非 零 什 无穷 多 次 . 


刘 凯 和 Laine [37] 于 2010 年 证 实 了 下 面 的 结果 : 


定理 21. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 整 函数 , 并 不 以 天 0 为 周期 . 令 n 二 3 
是 正 整 数 ，s(z) #0 是 f 的 小 函数 . W f"(z) 十 f(z 十 c) 一 f(z) 一 s(z) 在 复 平面 
上 有 无 穷 多 个 零点 ， 


Ea 
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定理 2J， 假设 了 是 一 个 有 穷 级 超越 亚 纯 函 数 , 并 不 以 ec 关 0 为 周期 .a HAE 
零 常数 , 且 s(z) 关 0 是 下 的 小 函数 ,假设 n> 8, W f"(z)+a(f(z+e)—f(z))—s(z) 
在 复 平 面 上 有 无 穷 多 个 零点 . 


上 述 定理 是 刘 凯 通过 建立 关于 特征 函数 的 不 等 式 得 到 的 一 个 亚 纯 函数 情形 
下 的 结果 . EX [36] F, 刘 凯 提出 : 差分 多 项 式 f(z) + a(f(z +c) —f(z)) —s(z) 
在 条 件 3 < n < 7 的 情形 下 是 否 有 无 穷 多 个 零点 . 本 章 考虑 亚 纯 函 数 情 形 下 涉 
及 差分 形式 的 多 项 式 值 分 布 问题 . 我 们 把 经 典 唯一 性 问题 中 的 构造 函数 与 函数 零 
点 、 极点 分 析 的 方法 应 用 到 这 个 问题 中 , 得 到 了 更 为 准确 的 关于 特征 函数 的 一 个 
不 等 式 , 从 而 证 明了 更 为 复杂 的 差分 多 项 式 形式 下 的 结果 . 作为 本 章 主要 定理 的 
应 用 , 我 们 部 分 回答 了 上 述 提 到 的 问题 , 得 到 了 在 n=6 和 n=7 时 , 定理 的 结 
论 仍然 成 立 ( 见 推论 2.3). 


EX [9] 中 ,， 陈 宗 迷 考虑 与 定理 2A 相对 称 的 差分 形式 , 证 明了 Hayman Œ 
理 关 于 整 函 数 情 况 的 差分 类 似 形式 ， 


定理 2K. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 整 函 数 , 并 不 以 c 取 0 为 周期 . 令 n 二 3 
EEK, a(# 0),b,c (40) 为 三 个 复数 . W V,(z) = f(z +e) — f(2) 一 af"(z) 
取 所 有 复数 无 穷 多 次 , MAME b WA A(V,(z) 一 b) = p(f). 


祁 晓 光 和 刘 凯 [48] 研究 了 非 线性 差分 方程 超越 整 函数 解 的 存在 性 . 作为 一 
个 应 用 , 他 们 得 到 了 下 面 的 结果 : 


定理 2L. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 整 函 数 ， 并 不 以 c 承 0 为 周期 ，m 
An 为 正 整 数 满足 n > m > 0, 令 Au 为 两 个 复数 是 | 和 | 十 lul #0. MER 
n> 2, W PLAE +e) 十 4f"(z)) 取 所 有 非 零 有 穷 复数 无 穷 多 次 ， 或 者 
f(z) = exp{z}9(z) 成 立 , He t=(—-4)e, g(z) BW c 为 周期 的 周期 函数 . 


以 上 关于 Hayman 定理 差分 形式 的 结果 基本 都 是 关于 整 函数 的 情形 . AM 
的 目的 是 研究 关于 亚 纯 函 数 的 情形 , 我 们 运用 唯一 性 问题 的 经 典 方法 , 得 到 了 下 
面 的 定理 : 


定理 2.1. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 亚 纯 函 数 ， s(z) 为 f(z) 的 小 函数 . + 
P(z) 是 一 个 多 项 式 ，m 是 集合 {z : P(z) = 0} 的 势 且 满 足 deg(P(z)) 一 m > 
3, W P(f(z)) 十 f(z 十 Cc) 一 s(z) 至 少 有 一 个 零点 . & f 是 超越 亚 纯 函 数 ， 则 


S i.s 
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P(f(z)) + f(z+¢)—s(z) 有 无 穷 多 个 零点 。 


标注 2.1. 当 我 们 用 P(f(z)) +i f(z 二 G:) (ci & C) 替换 定理 2.1 中 的 
差分 多 项 式 P(f(z)) 十 f(z 十 c) 时 , 相应 的 结论 依然 成 并 . W P(2) =2",m=2 
以 及 co = 0, 则 我 们 可 以 得 到 定理 2L HWA RTE. 


我 们 考虑 了 定理 2B 对 应 的 差分 形式 , 得 到 下 面 的 结果 : 


定理 2.2. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 亚 纯 函 数 ， 不 以 c 40 为 周期 ， s(z) 
是 f(z) 的 小 函数 . 令 P(z)，m 如 定理 2.1 中 所 述 . 若 deg(P(z)) 一 m > 4, W 
P(f(z)) + f(z 二 +c) 一 f(z) 一 s(z) 有 无 穷 多 个 零点 . 


推论 2.3. 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 亚 纯 函数 ，s(z) 是 f(z) 的 小 函数 . 6 
n>5, 则 差分 多 项 式 f"(z) 十 f(z 十 c) — f(z) 一 s(z) 有 无 穷 多 个 和 零点. 


推论 2.4. 假设 f 是 一 个 穷 级 超越 亚 纯 函数 ， 且 a 是 非 零 复数 . n>, 
则 差分 多 项 式 f(z 十 c) — f(z) + af"(z) 取 每 个 有 穷 值 无 穷 多 次 . 


标注 2.2. 推论 2.3 和 推论 2.4 分 别 将 定理 A 和 定理 2K 推广 到 亚 纯 函数 
的 情形 . 推论 2.4 是 Hayman 定理 在 亚 纯 函数 情形 下 涉及 差分 的 对 应 定理 , CA 
进 了 定理 2J 的 结果 . 


张 继 龙 和 Korhonen [67] 研究 了 关于 亚 纯 函数 4 差分 的 值 分 布 问题 . 受 定理 
2.1 启发 , 我 们 证 明了 下 面 的 关于 4 差分 多 项 式 值 分 布 的 结论 ， 


定理 2.5. 假设 f 是 一 个 零 级 的 亚 纯 函数 ，g EC \ {0}，s(z) 是 函数 f 的 
小 函数 , 多项式 Plz) 如 定理 2.1 中 的 定义 . W P(f(z)) 十 f(gqz) 一 s(z) 至 少 有 一 
个 零点 . 若 f 是 一 个 超越 亚 纯 函数 , W P(f(z)) + f(q2) 一 s(z) 有 无 穷 多 零点 ， 


标注 2.3. 本 章 的 一 些 想 法 来 自 文章 [17]. 


§2.2 主要 5| 理 


为 了 证 明 本 章 的 定理 , 我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
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引 理 2.1.( [61]) 假设 f(z) 为 亚 纯 函数 , A P(f)= aof" +a f! +- --an, 
其 中 ao(# 0), a1,- ,an 为 函数 f 的 小 函数 . 则 


T(r, P(f)) =nT(r, f) + S(r, f). 


引 理 2.2.( [1]) 假设 f 为 零 级 亚 纯 函数 , H ge C\{0}. 则 


m(r, Ge = S(r, f(z)). > 


引 理 2.3.( [67]) 假设 f HPRUA RR, Age C\{0}. 则 
N(r, f (qz)) = N(r, f(z)) + S(r, f (z)) 


在 对 数 密度 为 1 的 集合 上 成 立 ， 
51 2.4. 假设 f(z) 为 有 穷 级 亚 纯 函数 , H cEC. 则 


N(r, f(z +¢)) = N(r, f(z)) + S(r, f(z)). a 
证 明 :” 应 用 定理 1.11 以 及 文 [27] 中 公式 (12) 有 : 

N(r, f(z +¢)) < N(r, f(z)) + S(r, f(z). 
将 上 式 中 的 f(z 一 c) FRA f(z), 可 以 得 到 : 
N(r, f(z)) < N(r, f(z — ¢)) + S(r, f(z — ¢)) = N(r, f(z — ¢)) + S(r, f (z)), s 


对 任意 c EC 成立. 因此 有 : 
N(r, f(z)) < N(r, f(z +¢)) + S(r, f(z)). 


由 上 面 的 讨论 可 以 直接 推出 : 


N(r, f(z +0)) = N(r, f(z)) + S(r, f(z2)). o 


EERE Min ae oe ole.) So en des Se 
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§2.3 ”定理 2.1 的 证 明 


我 们 记 @(z) = P(f)+ f(z+c)—s(z). ABM, O(z) FC. 如 果 结 论 不 成 
X, W P(f) = f(z+c)—s(z)+C, 因此 我 们 有 : 


T(r, P(f)) =nT(r, f) = T(r, f(z +¢)) + S(r, f), (2.1) 
H+ n = deg(P) > 3. 应 用 定理 1.11 以 及 引 理 2.4， 可 以 推导 出 ; 


T(r, f(z +c)) = m(r, f(z +c)) + N(r, f(z +¢)) = m(r, f(z)) + m(r, Fay? 


+N(r, f(z) + S(r, F(E) = Tr, (2) + Slr, FO). 
(2.2) 


而 (2.1) RA (2.2) RES T(r, f(z)) = S(r, F(z))， 得 到 矛盾 . 因此 H(z) # C. 
我 们 进一步 断言 : 


PY 
Pf) 67° 


ri a ee 
p 


aP(f(2)), 其 中 a 是 常数 . 因此 有 (a DPU = fle +6) lo) 


) = 


车 a = 1, 我 们 可 以 推导 出 T(r, f(z 十 c)) = T(r, s(2)). 这 与 定理 的 假设 巴 


盾 . 
Gazi, 与 定理 证 明 中 B(z) = C 情形 下 相同 的 原因 ， 我 们 可 以 得 到 了 矛盾. 
因此 断言 成 立 . 
通过 简单 的 计算 可 以 得 到 ; 
Z feto) — s(z)] — [f(z +c) — s(2)}' 
(f) = REFTELE AET, (2.3) 
P(f) p 


REN 
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由 于 定理 1.11, 引 理 2.1 以 及 第 一 基本 定理 , 我 们 可 以 推出 : 


中 / 

alle +6) — 9(2)]- (e+e) -se 

T(r, P(f)) = nT (r, f(z) = T(r, re ene) 
< m(r, f(2)) + N(r, [f(z +6) — 9(2)] - [f(z +e) - sle) 


me Z- Peto- ng POLO _ & 


Basel PH.D 


PA) F (2) 


人 


- 5) + S(r, (2). 

i (2.4) 
接 下 来 ， 我 们 将 估计 Ni, SIE +0) — s6) - E +6) - s(zjj) 以 及 
Pips) _ 

ait Py) 
AC) = Že +e- s(2)]- E+ e) — (e) 的 极点 是 由 (2) 的 零点 和 

PU), fetes s) 的 极点 组 成 根据 假设 ，N(n,s) = SC, f). E 20 E Ole) 

的 零点 或 者 PO) 的 极点 ， 但 不 是 1(z + c) 的 极点 ， 则 zo 是 pi (2) 的 单 极点 ; 若 

2 是 P(/) 与 f(e + c) 的 公共 极点 且 极点 重 数 分 别 是 m5 n, N zo JB pile) 的 

极点 ,极点 重 数 至 多 为 n+ 1; 车 an 是 /(z +0) 的 极点 但 不 是 P(S) 的 极点 ,由 

(2.3) 式 可 得 2o 是 pi(z) 的 单 极点 。 运用 引 理 2.4, 我 们 得 到 


Nir, ŽI +e) — sla) — [f(z+0) —s(2))) 


r, 5) + N(r, P(f)) + N(r, f(z +0)) + S(r, f(z) (2.5) 


Ne, gry) + Nr fe) + NCr, (2)) + Str, FC) 


相同 的 原因 , 我 们 忽略 s(z) 的 极点 . 函数 O(z), POO) 的 零点 以 及 P(f(z)) 
和 S+ o) 的 极点 组 成 了 pale Eo nR 了 的 零点 . 若 :0 是 O(z) HE 
点 ，P(f(z)) 的 零点 或 者 是 f(z +c) 的 极点 , 则 z 是 cole) 的 单 极点 ; Ha 是 
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P(f(z)) 的 极点 但 不 是 f(z 十 c) 的 极点 ,由 Laurent RR, 我 们 得 到 pz(z) 在 点 
zo 处 解析 . 因此, 我 们 推导 出 : 


ve POLO _ # 


PO 8) SN ay tHe 


BGR) + Me se + 0) + SSE) 


Sa) + Nr, fle) + Sr, f(2)) 


D(z) a f(z) 
(2.6) 
其 中 a), a2,...am 为 方程 P(z) = 0 的 解 . 
联 立 (2.4), (2.5) 以 及 (2.6) 得 到 : 
nT(r, f(z)) < 2m(r, =) +m(r, f(z)) + n oh + iy Us eae se st 
+2N(r, ne , f(2)) + N(r. f(z)) + S(r, f(2)). 
(2.7) 


从 (2.2) 式 和 引 理 2.1, 我 们 推出 T( 8(2)) = O(T(r, f(z)). 因此 我 们 有 : 


filz+¢) 
f(z+o) 


m(r, 


) = S(r, f(z)), mfr, =) = = S(r,®(z)) =S(r,f(z)). (2.8) 


根据 (2.8) 式 以 及 第 一 基本 定理 , 我们 可 以 简化 (2.7) 式 得 到 : 


(n—m)T(r, f(z)) < 3T(r, f(z)) + 2N(r, 


1 
Bs)’ + S(r, f(z)). (2.9) 


1 

Po)? =n — m > 3 进一步 推出 : 
T(r, f(z)) < CN (r, 

其 中 C HER. 


如 果 P(f) 十 f(z 十 c) 一 s(z) RAFA, W T(r, f(z)) = S(r, f(z), BAF 
盾 . 因此 ，P(f) 十 f(z 十 c) 一 s(z) 至 少 有 一 个 零 反 ， 


由 deg(P(z)) — N(r, 


] 
PO) +E ro te 


Se 
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当 f 超越 时 , 同 理 可 得 P(/) 十 f(z 十 c) 一 s(z) 有 无 穷 多 个 零点 。 O 


82.4 定理 2.2 的 证 明 


我 们 记 (2) = P(f) + f(z +c) — f(z) — s(z), 可 以 断言 ，B(z) AC. MR 
断言 不 成 立 , 运用 与 定理 2.1 相同 的 讨论 可 以 得 到 ;: 


T(r, P(f)) =nT(r, f) =T(r, f(z+ce))+T(r, f(z)) + S(r, f). (2.10) 


(2.2) 式 与 (2.10) AMEE nT (r, f(z)) = 2T(r, f(z)) + S(r, f(z), HF n> 4, 
则 我 们 得 到 矛盾 , 因此 O(z) #C. 


假设 DUT 一 T= 0. 通过 两 边 积分 可 以 得 到 (2) = aPC), 其 中 


为 常数 , 因此 (a — 1)P(f(z)) = f(z +c) — f(z) — (2). 


Ha = 1, 我 们 可 以 推 得 T(r, f(z +c) — f(z)) =T(r, s(z)), 与 定理 的 假设 中 
PR f(z) 为 超越 亚 纯 函 数 矛 盾 . 


afl, 根据 与 情形 @(z) = C 相同 的 原因 ， 得 到 矛盾 . 


因此 
PO 
Pf) 67° 
同样 的 计算 方法 可 以 得 到 
È fle +e) — f(2)— 9(2)] - [f(z+0)— e-se) 
Pipe Re ee eee on Sean 


PPI _ # 
P(f) $ 


应 用 定理 1.11, 引 理 2.1 以 及 第 一 基本 定理 , 我 们 可 以 推出 : 


T(r, P(f)) = nT(r, f(2)) 


山东 大 学 博士 学 位 论文 


F ifle+e)—f(2) = ale ,ih f(z) — s(z)) 
= HE 


P) ; 


< m(r, F) + N(r, SU le +6) - (2) — sC) 


-eto -19-0 tml p- PERS Ie 


tate ne Bh a) Hier aUn 5 -Ž) + S(r, f6) 
(2.12) 
接 下 来 , 我 们 将 估计 N(r, [f(z+0)- f(z)—s(z)]-—[f (z +e) — f(z) -—s(z)]') 
以 及 NUr C =). 


pile) = Zs (e+6)—F(2)—9(2)]—[Fle+e)— f2)— (e) 的 极点 是 由 De) 
的 零点 和 P(f)，f(z+c) 一 f(z)，s(z) 的 极点 组 成 .根据 假设 ，N(r, S) = S(r, f). 
H zo JE Dle) 的 零点 或 者 P(f) 的 极点 ,但 不 是 f+ e) - fe) 的 极点 , 则 加 是 
pi(z) 的 单 极点 ; 若 加 是 PS) 与 fle +e) (2) 的 公共 极点 且 极 点 重 数 分 别 是 
m5 n, M) zo Æ pl(z) 的 极点 , 极点 重 数 至 多 为 n 十 1; Ë 20 Æ f(z +0) — f(z) 
的 极点 但 不 是 PU) 的 极点 ， 由 (2.11) 式 可 得 zo 是 Pi() 的 单 极点 。 运 用 引 理 
2.4, 我 们 得 到 


Nír, Zie +c) — f(z) —s(2)] — [f(e +e) — f(z) - s(2)]') 


< Nr, gra) + Mer, PN) + NOS +4) -SEESI (213) 


Nír, gry) + Mr AE) + 2N (7 S) + S(r, Fl) 

相同 的 原因 ,我 们 名 路 (=) RAL. ME =), PUC) MERIR PUC) 
和 f(z+ SE) 的 极点 组 成 了 yas) = SEE — taba, E zo We) 
HER, PUC) 的 零点 或 者 是 1(z +0) - (2) 的 极点 ， 则 zo 是 al) 的 单 极 
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Riis 者 3 是 己 (f(z)) 的 极点 但 不 是 f(z 十 c) — f(z) 的 极点 , 由 Laurent 级 数 , 我 
们 得 到 yp2(z) 在 点 zo 处 解析 . 因此 , 我 们 推导 出 : 


o PPE) Y 
AO A 


< Nir, =) + N(r, == P) +N(r, f(z +c) — f(2))+ S(r, f(2)) (2.14) 


Te 


=N(r 3G + ONC Se -) + Nr, f(z)) + Slr, f(z), 
其 中 a, Q2,...0m 为 方程 P(z) = 0 的 解 . 
联 立 (2.12)，(2.13) on (2.14) 得 到 : 


nT(r, f(z)) < 2m(r, Z) + 2m(r f(z))+m(r, f'(z +c) 


' f(z+c) 


)+2N(r, a) 


+D Nir, a) + Wir, Fle) + 2N (r, F) + Slr SC). 
(2.15) 
从 (2-10) 式 和 引 理 2.1, 我 们 推出 T(r, 亚 (3)) = O(T (r, f(z). 因此 我 们 有 : 


FEED) = Slr, F), mir. F) = S(r,®(2)) = Slr SC): 


m(r 


根据 上 式 以 及 第 一 基本 定理 , 我 们 可 以 简化 (2.15) 式 得 到 ， 


(n= mT, SE) < T(r, SE) +N gs) + SF). (216) 


=n — m > 4 进一步 推出 : 


由 deg(P(z)) — N(r. pr) 


1 
PU) + erg O 
如 果 P(f) + F(z +c) 一 s(z) RAFA, W T(r, f(z)) = S(r, f(z), BAF 
ja. 因此 ，P(f) +fl+e)- sl) 至 少 有 一 个 零点 ， 


T(r, f(z)) < CN(r, 


当 f 超越 时 , 同 理 可 得 P(f)+ f(z+¢)—s(z) 有 无 穷 多 个 零点 。 O 
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§2.5 ”定理 2.5 的 证 明 


RINE @(z) = P(f(z)) +f(qz) — (2). HEH, O(c) AC. 如 果 结论 不 成 
立 , 则 P(f) 三 f(qz) - s(z) +C, 因此 我 们 有 : 
T(r, P(f)) = nT (r, f) = T(r, (a2) + S(r, f); (2.17) 
其 中 n= deg(P) > 3, 应 用 引 理 2.2 以 及 引 理 2.3， 可 以 推导 出 ， 


T(r, f(qz)) = m(r, f(qz)) + N(r, f(qz)) = m(r, f(z)) + m(r, oes 


(2.18) 
+N(r, f(z)) + S(r, f(z)) = T(r, F(z) + S(r, f(2)). 


而 (2.17) RA (2.18) Re T(r, f(z)) = S(r, f(z)), 得 到 矛盾 . 因此 O(z) $C. 
我 们 进一步 断言 : 
POE Ue So. 
PU} ee 
与 定理 2.1 的 讨论 中 相同 的 原因 ,我 们 可 以 得 到 矛盾 . 


因此 断言 成 立 . 同 理 ， 可 以 得 到 : 


È lfl) — s(z)] - [f (a2) — s(2)] 
P e E 和 
P(f) ® 


(2.19) 


进一步 可 以 推导 得 到 : 


p’ 
© (#(a2) — s(2)] - [f(az) - se) 
à T(r, PH) = nF (0, (2) = Te, Ep gp a) 


Prg 


< m(r, f(z)) + N(r, [f(g2) —s(2)] — [f (2) — s(2)]') (2.20) 


® aD- mp POE _ 


tmn [f(gz)— ee) Pf) 6 


Pe fe 本 =) + S(r, f(z). 
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使 用 定理 2.1 中 的 方法 ,做 适当 的 变换 可 以 推出 ; 


p Faz) S 1 
nT(r, f(z)) < 2m(r, p? + m(r, f(z))+m(r, 7a ) 十 2 N (r, R a 


+2N(r, 5) + Nr 16) + Nr, f(g2)) + Nr Fla) + S(r, F). 


由 引 理 2.3 以 及 第 一 基本 定理 , 我 们 推出 : 


(n-m —3)T(r, f(z)) < 2N(r, a + S(r, f(z)). 
因此 ，P(f(z)) + f(qz) —s(z) 至 少 有 一 个 零点 ; 特点 地 , 4 f(z) 为 超越 亚 
纯 函 数 时 P(f(z)) + f(qz) 一 s(z) 有 无 穷 多 个 零点 。 O 


§2.6 ”问题 与 展望 


正如 前 面 提 到 的 一 样 ， 由 于 Hayman 定理 在 Nevanlinna 值 分 布 理论 中 的 重 
要 地 位 ，Hayman 定理 的 差分 对 应 形式 的 研究 也 是 差分 值 分 布 理论 的 热点 问题 ， 
EERIE F, Hayman 定理 和 Hayman 定理 的 差分 对 应 形式 都 要 求 条 件 为 
n> 3. MELAR F, Hayman 定理 的 条 件 要 求 n > 5, 但 之 前 的 结果 中 
条 件 是 n > 8, 我 们 的 结果 也 要 求 在 n > 6 时 ,结论 才 成 立 . 所 以 , 我 们 可 以 提 
出 问题 


问题 ， 假设 f 是 一 个 有 穷 级 超越 亚 纯 函数 ，a 是 有 穷 复 数 , Bn=5, WH 
分 多 项 式 (2) + f(z +e) — f(z) 是 否 取 a 无穷 多 次 . 


在 证 明 方 法 上 , 我 们 运用 亚 纯 函数 唯一 性 问题 中 经 典 的 构造 函数 以 及 分 析 零 
点 和 极点 的 方法 建立 了 关于 特征 函数 的 一 个 不 等 式 , 从 而 证 明了 我 们 的 结果 . 其 
突破 之 处 在 于 建立 了 相对 精确 的 涉及 差分 形式 特征 函数 的 不 等 式 , 所 以 我 认为 在 
解决 上 述 给 出 的 问题 时 , 就 要 求 建立 更 为 准确 的 不 等 式 完成 证 明 . 
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第 三 章 ”涉及 分 担 值 的 亚 纯 函数 正规 族 的 研究 


Schwick 首先 将 分 担 值 思想 引入 到 正规 族 的 研究 中 , 分 担 思 想 的 引入 推进 了 
正规 族 的 研究 ， 丰 富 了 正规 定 则 ， 后 来 国内 外 众多 学 者 如 : Zalman 、 顾 永 兴 、 
庞 学 诚 、 方 明亮 等 都 对 这 个 领域 进行 了 深入 的 研究 . 本 章 考虑 涉及 分 担 值 的 亚 纯 
函数 正规 族 问 题 , 将 雷 春 林 和 方 明亮 的 定理 条 件 中 一 阶 导 函 数 的 微分 多 项 式 分 担 
值 推广 到 高 阶 微分 多 项 式 分 担 函 数值 的 情形 ， 从 而 得 到 了 本 章 的 两 个 主要 定理 . 
定理 的 证 明 采 用 反 证 法 , 运用 Pang-Zalcman 引 理 ，Hurwitz 定理 以 及 一 些 值 分 
布 问 题 的 结论 得 到 蔬 盾 , 继而 完成 定理 的 证 明 . 本 章 的 结构 安排 如 下 : 第 一 节 是 
引言 及 主要 结果 , 主要 介绍 研究 问题 的 背景 , 基本 的 符号 以 及 基本 的 结果 , 在 此 
基础 上 , 我 们 给 出 了 本 章 的 主要 的 定理 和 它们 的 直接 推论 . 第 二 节 是 主要 引 理 ， 
我 们 主要 列 出 了 定理 证 明 中 需要 的 引 理 , 包括 著名 的 Pang-Zalcman 引 理 , 最 后 
一 部 分 是 定理 的 证 明 , 为 了 氢 述 的 需要 , 我 们 先 给 出 定理 3.3 的 证 明 再 给 出 定理 
3.1 的 证 明 . 


§3.1 引言 及 主要 结果 


假设 DEC 且 多 是 DD 上 的 一 个 亚 纯 函 数 族 . 函数 族 多 在 D AER, 如 
果 对 于 任意 的 {fn} C F 都 存在 子 列 {fn,} ED 内 内 闭 一 致 收敛 到 一 亚 纯 函数 
或 者 co ( [23], [50], [59]). 


假设 f(z)，g(z) 是 D 上 的 亚 纯 函数 , HacCU{o}. #f-añg-af 
相同 的 零点 (不 计 重 数 ), 则 称 f 和 g IM 分 担 a. 记 为 : f(z) =a g(2) = a; 
车 ff 一 a 和 9g 一 a 有 相同 的 零点 GBR), Wf 和 g CM 分 担 a. WA: 
f(z) =a= g(z) =a ( {61)). 


定义 3.1. 设 DC C, H m, h, lo, --: sim 为 非 负 整 数 满 足 0 < l; < k. ic 


M(f, fi. vee, f™) pi a(z) TTyw， 
i=] 
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f 的 微分 单项 式 . 微分 单项 式 的 度数 deg(M) := m, 权 w(M):= 》 (1+4). 


微分 多 项 式 是 微分 单项 式 M; HA, WA H := M 十 … 十 Mr. 微分 多 
项 式 的 度数 和 权 分 别 为 ， deg(H) := max{deg(M,),--- ,deg(M,)} # w(H) := 
max{w(M],),--- ,w(M.)}). 


此 外 , 我 们 记 
pe = max f w(Mı) w(M2)  w(Mn) | 
deg” deg(M,)’ deg(M2)' ` deg(Mn) J ` 
k 次 微分 多 项 式 记 为 ， 


G(f) =f+H(f, fs ,J®). 
1959 Æ, W. K. Hayman [24] 提出 : 


猜想 3A. 假设 f 是 一 个 超越 亚 纯 函 数 , 则 对 任意 正 整数 n, ff 取 每 一 
个 有 穷 非 零 复数 无 穷 多 次 . 


当 f 为 整 函 数 时 ，W. K. Hayman [24, 25] EHTE n > 3 URn>2 HF 
形 下 猜想 成 立 . 此 外 , 许多 学 者 亦 展开 研究 , 并 最 终 证 明了 猜想 A, Mues [41] 证 
明了 n > 2 时 上 述 猜想 成 立 ; 而 Clunie [12] 讨论 了 当 > 1 且 f 是 整 函数 时 的 
情况 ， Bergweiler 和 Eremenko [3] 随后 论证 了 n = 1 且 f 是 有 穷 级 的 情况 ; 最 
终 陈 怀 惠 和 方 明 亮 [8] 证 明了 n= 1 时 猜想 成 立 . 


相应 于 Hayman [25] 猜想 , 存在 关于 函数 族 正 规 的 猜想 ( 见 [2]). 


猜想 3B. 假设 多 为 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 . 若 对 于 任意 的 f EF ED 
内 满足 f"f' 关 a, 其 中 是 一 正 整数 a 是 一 有 穷 复数 , 则 多 ERM D 内 正规 . 


在 全 纯 函 数 情 形 下 , 杨 乐 和 张 广 厚 [62] 证 明了 猜想 3B; 顾 永 兴 [15] 证 实 了 
n=3, 4 时 结论 成 立 ; Oshkin [42] 讨论 了 当 n = 1 H F 为 全 纯 函 数 族 的 情形 ，; 
n> 2 的 情况 被 庞 学 诚 [43] 证 明 ; 随后 陈 怀 惠 和 方 明 亮 [8] 完全 解决 了 猜想 3B. 
Schick [52] 首次 将 函数 分 担 值 与 正规 族 联系 起 来 . 许多 学 者 更 进一步 研究 了 这 类 
EREN, 如 : HE [6]; 雷 春 林 和 方 明亮 [33]; 李 运 通 和 顾 永 兴 [34]; 庞 学 诚 和 
Zalcman [44]; Wey HAIRS [57]. 
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在 2004 Æ, 方 明亮 和 Zalcman [14] 证 明了 : 


定理 3C. 假设 F 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 , H n > 1 为 正 整数 ，5 是 有 
穷 非 零 复数 . 车 对 任意 的 f,g E F 都 满足 f 和 gg 在 D 内 IM 分 担 0，f"f" 和 
gg 在 D 内 IM 分 担 b, 则 多 在 D 内 正规 . 


后 来 , KRG [64] 得 到 下 面 的 结论 : 


定理 3D. 假设 多 是 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 族 , 且 n > 1 为 正 整 数 ，b 是 有 
穷 复数 . 若 对 任意 的 fg E 多 都 满足 1"(f 一 1)f 和 9g"(g 一 1)g 在 D 内 CM 分 
Hb, 则 多 在 D AER. 


2008 Æ, 张 庆 彩 [65] 又 证 明了 如 下 的 定理 : 


定理 3E. 假设 多 是 区 域 D 内 的 全 纯 函 数 族 , 且 n > 2 为 正 整 数 ，b 是 有 
穷 非 零 复数 . 若 对 任意 的 f,g E F 都 满足 ff A gg’ E D A IM 分 担 b, 则 
多 在 DD 内 正规 . 


定理 3E 在 n= 1 时 不 成 立 . 最 近 , 雷 春 林 和 方 明亮 [32] 推广 了 定理 2C 和 
2D, 得 到 了 : 


定理 3F. 假设 F EKR D 内 的 亚 纯 函数 族 ，P 是 多 项 式 且 满足 deg(P) > 
3 或 者 deg(P) = 2 时 多 项 式 已 仅 有 一 个 零点 . 若 对 任意 的 f.g © F 都 满足 
P(f)f' 和 P(g)g' 在 D 内 IM 分 担 非 零 常数 b, 则 上 多 在 DD AER. 


定理 3G. 假设 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 且 满 足 所 有 函数 的 极点 都 是 
ERA, P 是 多 项 式 且 有 两 个 不 同 的 零点 . 若 对 任意 的 f,g € F 都 满足 P 
和 P(g)g' Æ D 内 IM 分 担 非 零 常数 b, 则 F 在 D 内 正规 . 


在 本 章 中 , 我 们 进一步 推广 了 定理 3F 和 定理 3G, 得 到 了 下 面 两 个 定理 . 


定理 3.1. 假设 大 是 一 个 正 整 数 ， 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 且 所 有 函数 
的 零点 重 数 都 不 小 于 让, 令 已 = apz? 十 … 十 a2z? 十 2 是 一 多 项 式 目 满足 ay, a2 #0 
; p=deg(P)>k+2. 若 对 任意 的 f.g © F RA P(f)G(f) 和 P(g)G(9) 在 D 
内 IM 分 担 非 零 常数 b, 其 中 G(f) = fO + Af) BRA ele < +1 
者 w(H) — deg(H) < 大 的 微分 多 项 式 . 则 多 在 D 内 正规 . 
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标注 3.1. 者 上 述 定理 中 P(z) 仅 有 一 个 零点 且 deg(P)>k+1, 定理 2.1 
依然 成 立 . 


推论 3.2. 假设 上 是 一 个 正 整数 ， 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 且 所 有 函数 
的 零点 重 数 都 不 小 于 k, 令 P =at -+a + 是 一 多 项 式 且 满足 ap, a2 #0 
; p=deg(P)>k+2. 若 对 任意 的 fg E F RA PISO 和 P(g)o £D A 
IM 分 担 非 零 常数 b, W 多 在 D 内 正规 . 


定理 3.3. 假设 上 E-TECH, F 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 且 所 有 函 
数 的 零点 与 极点 的 重 数 分 别 大 于 等 于 上 和 2, > P(z) 是 一 至 少 具 有 两 个 不 同 零 
点 的 多 项 式 . 若 对 任意 的 f,g E 多 都 有 P(f)G(f) 和 P(g)G(g) 在 D AIM 4 
担 常数 b, 其 中 G(f) =f" + A(f) 是 满足 条 件 w(H) 一 deg(H) < 大 的 微分 多 项 
A. 则 多 在 D 内 正规 . 


推论 3.4. 假设 是 一 个 正 整数 ， 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 且 满 足 所 
有 哨 数 的 零点 与 极点 的 重 数 分 别 大 于 等 于 性 和 2, 令 P(z) 是 一 至 少 具有 两 个 不 
同 零点 的 多 项 式 . 若 对 任意 的 f,gE FRA PSO A Pl E D 内 IM 分 
担 常数 b, 则 多 在 D 内 正规 . 


§3.2 主要 5| 理 


为 了 定理 的 证 明 , 我 们 需要 下 列 引 理 : 


引 理 3.1. [Zalcman 引 理 ] ( [7], [45]) 假设 大 是 一 正 整 数 ， .多 是 单位 圆 
盘 A 内 的 一 个 亚 纯 函数 族 ， 且 对 任意 的 fe 多 有 f 的 零点 重 级 至 少 为 上 . 当 
f = 0 时 , 存在 实数 A > 1 HB |O) <A. BF E zo AEM, 则 对 任意 
的 a € [0,4] , FE 

a). RA 2z,E€A, m2; 

b). 函数 列 f, EF ; 

c). 正 整数 列 pp 一 0+ ,使 得 7° faln + PrE) = 9n(€) 按 球面 距 内 闭 一 致 收 
HB g(£) , 其 中 o(€) 是 C 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ， 所 有 的 零点 重 数 至 少 为 上 , A 
和 6)<90)=K4+1，p2(9)< 2. 


引 理 3.2.( [66]) Bin >2, k HERM, Hf 是 超越 亚 纯 函数 , 则 ff” 
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取 每 一 个 有 穷 非 零 复 数 无 穷 多 次 ; E f 是 非常 数 有 理 函 数 ， 则 ff 取 每 一 个 
非 零 有 穷 复数 至 少 一 次 ， 


引 理 3.3.( [32]) BE k JERSE b REFERAR, 如果 f 是 非常 数 有 
理 函 数 , 则 SEF- ob 至 少 有 两 个 判别 的 零点 . 


引 理 3.4. Bi n, k JERSE n>k+1, bRARRR. G f SE 
常数 有 理 函 数 且 所 有 零点 重 数 至 少 为 上 , Wf 一 六 至 少 有 两 个 不 同 的 零点 . 


证 明 . 运用 反 证 法 , 即 假设 结论 不 成 立 , W Pf —b 至 多 存在 一 个 零点 . 根 
据 引 理 3.2 可 得 f"f 一 b 存在 一 个 零点 . 


若 f 是 非常 数 多 项 式 , 我 们 可 得 


f" f(z) = A(z — z0) +b, (3.1) 
其 中 4 为 非 零 常数 且 1 > 2 为 正 整 数 . 
等 式 (3.1) 右边 仅 有 单 零点 ， 而 左边 都 是 重 零点 , JA. 因此 f 是 非 多 项 式 
的 有 理 函 数 . 下 面 我 们 区 分 两 种 情况 : 
情况 1。 4k>2H, > 
glen) Sd) HD (Saad A 
f(z)=4 (z — B,)™(z — Bo)"2---(z — By)" ` 
Est 4 是 非 零 整数 . 由 于 f 的 零点 至 少 是 人, 我们 得 到 mi > Kk(i =1,2,---,8), 
nj > 1(j =1,2,---,t). 因此 


(3.2) 


mı +M2+---+m, > ks, (3.3) 
Ny 十 mo +- -+n >t. (3.4) 
由 (3.2) 式 , 可 得 : 
(k) (>) — (z — a1)! E (z — Qo)" -- (z — a) *9(z) 
f (z) (z = B,)™t*(z > Bo)™att ae (z uN B,)net* F (3.5) 
其 中 9 是 多 项 式 有 目次 数 至 少 为 上 (s 十 + 一 1). 
联 立 (3.2) 式 和 (3.5) 式 , RITA: 
ed A"(z | a) (z — ay)” Pre ee Qs) Msg(z) $ P 
Oa (Bm g “4 
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其 中 己 和 @ 是 次 数 分 别 为 MAN 的 多 项 式 且 P 与 8 无 公共 因子 ; M = 
(n+1)m,;—k; N; 一 (n+1)nj;+k, M (3.3) 式 和 (3.4) 式 可 得 到 M; = (n+l)m;—k > 
K(n+1)—k=nk, Nj =(n+1)njt+k>n+k+1, 因此 


deg(P) = M = 》 M; + deg(g) > nks, (3.7) 
i=] 
t 
deg(Q) =N =} Nj > (n+k+1)t. (3.8) 
j=l 


既然 ff") 一 a =0 仅 有 一 个 零点 2, 根据 (3.6) 可 以 推出 


4 B(z — 20)! 
(z — By)%1(z — BP). (z — By) 


注意 到 a AO, 可 得 出 z Aaj(i=1,---,s), 其 中 B 是 非 零 常数 . 
由 (3.6) 式 推出 : 


(3.9) 


FIO) =a a: 


_ (= an) e-o). (z-a) gE) 


n plk) i 
F) (z — Bi) M+... (z — BN (3.10) 


nE) 为 次 数 至 多 为 (k 十 1)(s 十 + 一 1) 的 多 项 式 ， 


由 (3.9) 式 可 有 : 
(yyy — Cd a 
EXP go(€) = BUL—-N)z*+ Bz! ---+B, 是 一 个 多 项 式 ( B1,:… , Be 为 常数 ). 


下 面 分 情况 讨论 
情况 1.1. WRI AN, 根据 (3.9) 可 推出 deg(P) > deg(Q), Bl M > N., 联 


S 


7 (3.10) RH (3.11) 式 不 难 推出 》 (Mi 一 1) < deg(g2) = t, 因此 M—s—deg(g) < 
i=] 


t; M<s+t+deg(g) < (k+1)(s+t)—k < (k+1)(s +t). 从 (3.6) 和 (3.7) 进 


一 步 推出 > 
N o <(k Se E be ea 
{<(k+1)(s+t) < (K+) + Tl 
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< (k+1)| M. 


nk m+ k+ 1! 
AAn>k+1, W M < M. 这 是 一 个 了 矛盾. 
情况 1.2. 如 果 1 = N, 分 两 种 情况 讨论 


情况 1.2.1. 4 M >N 时 , Y (3.10) 式 与 (3.11) 式 即 得 SM -1)< 


i=l 
deg(g2) = t. 所 以 有 M—s—deg(g) < tl M < s+t+deg(g) < (k+1)(s+t)—k < 
(k+1)(s +t) RZ, 与 情况 1.1 相同 的 原因 得 到 了 矛盾. 


情况 1.2.2. 4 M < N 时 ， 从 (3.10) RA (3.11) 式 容 易 推出 1 一 1 < 
degg; < (s+t—1)(k+1), 则 


N =l < deg(g;) +1 < (k+1)(s+t)—k< (k+1)(s+t) 


1 1 


ree TS Sad eS OY -< jf 
ry = 


< (k+1)| 
AAn>k+1, FUN <N, AR. 
情况 2. mMRk=1, 则 引 理 3.3 即 是 所 要 证 明 的 结论 。 O 


引 理 3.5.( [61]) 假设 f(z) 为 非常 数 的 有 理 函 数 , 则 f(z) 仅 有 一 个 亏 值 . 
83.3 ”定理 3.3 的 证 明 


AY we SAA, 我 们 先 证 明定 理 3.3, 然后 再 证 明定 理 3.1. 


定理 3.3 的 证 明 不 失 一 般 性 , $ P(z) = Q(z)z(z - 1), Q(z) #0 是 多 
HA. 假设 F E DEFER, 则 存在 一 点 zo 使 得 多 在 z2 点 不 正规 ,不妨 设 
zo = 0. 由 于 引 理 3.1, 存在 点 列 zj 一 0; 数列 p; 一 0+ 以 及 函数 f; € F 使 得 


gl£) = filz + pi€) —> G(€), (3.12) 


依 球面 距 内 闭 一 致 收敛 ， 函数 9 是 C 上 的 非常 数 亚 纯 函 数 ， 其 零点 与 极点 重 数 
分 别 大 于 等 于 上 和 2. 
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如 果 Q(g)g(g —1)o =0, 则 可 得 9 是 常数 , FA. 
如 果 Q(g)g(g —1)9o 40. 由 于 9 的 零点 重 数 至 少 为 上 ,所 以 9 #0,1. 


我 们 断言 9 不 是 超越 亚 纯 函 数 . ee 则 有 
T(r,g) < N(r,g)+ N(r, ~)+N(r,- =) + S(r,9) 


= i g) + S(r,9) 
< 5T(r, g) + S(r, g) 


所 以 推 得 T(r,g) = S(r,9), 矛盾 . 因此 9 为 有 理 函 数 , BR g 0,1, Wg 
为 常 函 数 , 与 引 理 3.1 矛盾 . 


因此 Q(g)g(g — 1)g 是 非常 数 亚 纯 函数 且 至 少 有 一 个 零点 . 


下 面 我 们 将 证 明 Q(g)g(g 一 lo 仅 有 一 个 零点 . 运用 反 证 法 , B Eo M E 
是 Q(g)g(9 一 1)g'" 的 两 个 不 同 的 零点 . 我 们 可 选择 足够 小 的 正 数 5 使 得 与 g; 
在 D(€o, 51) 与 DEA) 上 全 纯 , 且 满 足 D(Eo, 61) N DIE, 61) = 


从 (3.12) 式 可 得 
PQ( (£5 (25 + iE) F(z + Ps) (f(z + pié) — 1)- G(f;(z; +p) — b] 


= P [Q(g (Eg lE (9;(E €)—1)- (p;*g MO + Lae deg(M,)—w(M;) 


Mi(g, 9',--- ,9")) — b) + Q(9(E))9(E)(9(€) — Dg (€). (3.13) 


由 Hurwitz 定理 , 存在 点 列 5 € D(Eo,5); E € D(&6,6) 使 得 对 足够 大 的 j 
有 


Q( Fi (= + py€;)) f(z + iS) (Fi (25 + pE) — YG(G(S + pié€;)) = 
Ql + 0585 )) A(z + VG Files + pt) — DG(f(s + 05G)) = b 
根据 定理 的 假设 : MEM fg E FE P(S)G(f) Ml P(g)G(g) € D AIM 
分 担 0, 推导 出 对 任 给 的 m 有 : 
Q( fm (2; + 5&3) fm (25 + pyE) (fm (2; + p£) — 1)G(fn(z + pj) = b, 
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Q( fin (25 +E )) fmn(zi + PiE (Fm (25 + 056} ) — DG(fm(zi + poéi) = b. 
固定 正 整数 m, 取 j 一 co 且 注 意 到 zj 十 pj&; 20; z+ — 0 可 推出 ; 
Q(fm(O)) fr (O)( fm (0) = 1)G(fm(0)) = b. 


既然 P(fm)G( fm) 一 b 的 零点 组 成 的 集合 中 不 存在 聚 点 , 则 zj 十 Pp;&; = 0; 
Zi 十 Dj =0. 


因此 
£; = 一 一 ， re 
Ty Sa 


1) 仅 有 一 个 孤立 零点 记 为 £o. 


如 果 9 是 一 个 超越 亚 纯 函 数 . 考虑 到 Q(g)g(9 一 D9 仅 有 一 个 零点 ， 则 
g=0, g=1 仅 有 有 穷 多 个 零点 , 因此 可 得 了 (7,g) = S(r,9), FE. 


所 以 9 为 非 多 项 式 有 理 函 数 . 因为 8(g)g(g 一 1)g") 仅 有 一 个 零点 ， 则 有 
g FORMA G Al. 


如 果 g £0, W g(€) = aig, 其 中 HE) 是 非常 数 多 项 式 . 既然 9(5) 一 1 = 
LEO 仅 有 一 个 零点 , 则 


1 — H(€) = A(é — B)*, (3.14) 


A#0, BARR, k>2 是 正 整 数 ， 


我 们 断言 HEO 仅 有 单 重 零 点 。 如 若 不 然 , 假设 H(z) = 0 且 » 为 多 重 零 
点 . 从 (3.14) 式 求 导 可 得 出 : 0 = H(z) = (1 — H(z0)) = Ak(zo — B)*”, 这 
与 zo # BRA. 


因此 H(6) 仅 有 单 零 点 , 这 与 9 无 单 极点 矛盾 . 
如 果 gl, 与 上 述 相同 的 方法 讨论 可 得 矛盾 . 因此 多 在 D 内 正规 口 
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§3.4 定理 3.1 的 证 明 


假设 D = {|2| < 1} E F Æ D 内 不 正规 . 不 失 一 般 性 ,可 假设 FES 

zo = 0 不 正规 . 则 由 于 引 理 3.1， 可 得 存在 点 列 z, z 一 0 (j — œ); 函数 列 
fi E F 和 数列 p; 一 0+ 使 得 

9;(€) = as f(z, + pj§) (3.15) 

依 球面 距离 内 闭 一 致 收敛 到 C 上 的 非常 数 亚 纯 函数 g(€). Bt, US k+1) 是 


常数 且 g(€) 的 级 至 多 为 2. 根据 Hurwitz CH, BR gE) 的 所 有 零点 重 数 至 少 
Ak, 


下 面 我 们 分 两 种 情况 讨论 . 
情况 1。 & P(z) 有 两 个 不 同 的 零点 , 记 P(f)=f'(f +1) (l> k+). 
mR gig =b, Wo 无 零点 ,当然 也 没有 极点 . 由 于 9 是 级 不 超过 2 的 非 


常数 亚 纯 函数 ， 所 以 gE) = eths (d, h,e 是 常数 且 dh A 0). 在 这 种 情况 下 ， 
g"(E)g™(E) Eb, BFK. 


如 果 gg") Ab. 根据 引 理 3.2 可 得 9 是 一 个 常数 函数 . 这 与 9 是 非常 数 函 
数 矛 盾 . 


因此 g'g 一 是 至 少 有 一 个 零点 的 非常 数 亚 纯 函数 . 


下 面 我 们 将 证 明 ggt) 一 5 仅 有 一 个 孤立 零点 . BRR, BRAG 是 方程 
g'g) —b 的 两 个 解 . 我 们 可 以 取 足 够 小 的 6 使 得 9 与 g; 分 别 在 区 域 &; € D(Eo, d) 
与 名 e D(&, ô) 上 解析 . 


由 (3.15) 可 推导 出 
H a5 + m8) + les +) Up (es +O) + AE SF) —b 


~ (1+1) deg(M;)—w(M;) 
= [py gy (€) + > aja; 1 Mi(g, 9 , 9))]: (3.16) 
j=l 


jot g! * (E) + pl*¥gl(e)] — b > g!(€)g(€) 一 所 
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选择 5, 使 得 D(Eo, i) NDES, 51) = 0 H g"g —b ERIM D(Eo, 5) UD(G, 6) 
上 没有 其 他 零点 . 根据 Hurwitz 定理 ,存在 点 列 E&E D(&0,6); E € DE d) 使 
得 当 j 足够 大 时 满足 


(fH (25 + py€;) + F(z +E + p;é;))—b=0, 
(fit (= + aif) + Fi (25 + SIGE (% + 05€})) — 6 = 0. 
根据 定理 的 假设 : 对 任意 的 f,g€ F A PIGO) 和 P(g)G(g) 4 D 
内 IM 分 担 0, 我 们 知道 对 任 给 的 m 有 
HHz + pi€;) + faz; + pt)]G(fn(zi + 2j&)) —b=0, 
[Fat (25 + 385) + fin (25 + oE GUm, + pi€7)) —b=0. 


固定 m 取 j 一 00, 注意 到 zj 十 pj&j 70; 4 +p 70, 则 
[for (0) + fn (0)]G( Fm (0)) — b = 0. 


因为 P(J)G(J) 一 的 零点 组 成 的 集合 在 D 上 不 存在 聚 点 , 因此 25 +p)& = 0; 
Zj + P35} = 0, 


即 i 
a pe 
7 Pj Pj 


盾 . 所 以 gg 一 b 仅 有 一 个 孤立 零点 , 1A &. 


根据 上 述 的 讨论 , 方程 gg 路 一 b 仅仅 有 一 个 零点 , 与 引 理 3.2 和 引 理 3.4 矛 
盾 . 
情况 2。 如 果 P(z) 有 三 个 不 同 的 零点 以 上 , W P(z) = @(g)g(g 一 1)(g 一 a). 
不 失 一 般 性 , 我们 可 以 假设 多 在 点 z2 = 0 不 正规 . 根据 引 理 3.1, FER 
数列 Zj Zj = 0 (7 => 00); 函数 列 fj E F; 点 列 Pj 一 0+ 使 得 
9 (€) = filz; + pié) (3.17) 


35 
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依 球面 导数 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 非常 数 亚 纯 函数 g(&). 
如 定理 3.3 证 明 中 一 样 , 可 以 推出 Q(g)g(g 一 1)(g 一 a)G(9) 仅 有 一 个 零点 . 


根据 Picard 定理 ,函数 g 不 是 超越 亚 纯 函数 . 因此 9 是 一 个 非常 数 的 有 理 
函数 且 9 不 取 {0, 1,a} 中 的 两 个 元 素 . 这 个 结论 与 引 理 3.5 矛盾 . 因此 .多 在 点 
z KIER. O 


“SA. 
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第 四 章 “分担 全 纯 函 数 的 正规 族 问题 


Schwick 首先 将 正规 族 与 分 担 值 思想 结合 起 来 , 后 来 国内 外 众多 学 者 对 这 个 
领域 进行 了 深入 的 研究 ， 并 把 分 担 值 改进 为 分 担 函数 . 本 章 考虑 涉及 分 担 全 纯 
函数 的 正规 族 问题 ， 我 们 把 分 担 值 思想 应 用 到 夏 吉 英和 徐 将 结果 上 ， 从 而 得 到 
了 一 个 关于 微分 多 项 式 分 担 全 纯 函 数 的 定理 . 本 章 定理 的 证 明 采 用 反 证 法 , 运用 
Pang-Zalcman 引 理 ， Hurwitz 定理 以 及 一 些 值 分 布 问题 的 结论 得 到 矛盾 ,继而 
完成 定理 的 证 明 . 本 章 的 结构 安排 如 下 : 第 一 节 是 引言 及 主要 结果 ， 主要 介绍 研 
究 问题 的 背景 , 基本 的 符号 以 及 基本 的 结果 , 在 此 基础 上 , 我 们 给 出 了 本 章 的 主 
要 的 定理 以 及 定理 的 直接 推论 . 第 二 节 是 主要 引 理 , 我 们 列 出 了 定理 证 明 所 需要 
的 全 部 引 理 , 并 把 引 理 4.3 推广 到 定理 证 明和 需要 的 形式 ( 见 引 理 44). 最 后 一 节 
是 定理 的 证 明 , 我 们 给 出 了 定理 证 明 的 详细 过 程 ， 


84.1 引言 及 主要 结果 


设 f 和 9g 为 区 域 D 上 的 两 个 非常 数 的 亚 纯 函数 ，a EC, 我 们 称 f 和 9g 在 
D 上 IM 分 担 值 a, 如 果 f 一 a 与 g 一 a 有 相同 的 零点 (不 计 重 数 ). 当 a= co 时 
f 一 a 的 零点 也 就 是 f 的 极点 ( 见 [57]). 


1989 年 ，Schwick [51] 证 明了 : 若 多 为 区 域 D 内 的 一 族 亚 纯 函数 ,对 任意 
Ay f eF Ef) 41, 其 中 站 > 大 十 3 为 两 个 正 整数 , 则 多 在 区 域 D AE 
HL. 


最 近 ， 从 分 担 值 的 思想 出 发 ， 李 运通 和 顾 水 兴 [34] 证 明了 : 


定理 4A. RF 为 区 域 D 上 的 一 族 亚 纯 函 数 .， 如 果 对 每 对 f,g EFE 
(FE 和 (gm) 风 Æ D 上 分 担 a, XE n, k EAEE. n> k+2 Ha 是 一 
有 限 的 非 零 复 数 , 则 多 在 D 上 正规 . 


1998 年 , 王 跃 飞 和 方 明 亮 [53] 得 到 了 如 下 结果 . 
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定理 4B. 设 多 为 区 域 D 上 的 一 族 亚 纯 函数 . 设 大 为 一 正 整数 是 1 为 一 
非 零 有 穷 复 数 . 如 果 对 每 一 个 f e 多 ，f 所 有 的 零点 重 数 至 少 是 上 十 2， 并且 
f(z) #b, W F 4 D EER. 


Zid 4.1. 通过 一 个 反例 ， 王 蹊 飞 和 方 明 亮 [53] 表明 定理 4B 对 f MEZ 
点 重 数 小 于 大 十 2 是 不 正确 的 . 

ATH, 我 们 使 用 的 微分 多 项 式 如 定义 3.2 中 的 形式 . 

在 1979 年 , 顾 永 兴 [16] 证 明了 下 面 的 结果 : 


定理 4C. 假设 多 EKR D 内 的 亚 纯 函数 族 ， H k EEM, aig 
常数 . 若 对 于 任意 的 函数 f e .多 在 区 域 D 上 都 满足 S40, (40, WF 
D 上 正规 . 


杨 乐 [60] 和 Schwick [51] 证 实 了 上 述 定理 中 的 常数 a 换 为 全 纯 函数 v(F 0) 
时 结论 依然 成 立 . 


tes [55] 进一步 将 分 担 值 的 思想 引入 到 定理 AC, 得 到 了 下 面 的 结果 ; 


定理 4D. 假设 F 是 区 域 D AWARE ERM fe F, f #0 
H f 的 极点 都 是 重 极点 . 9 vl 0) 是 区 域 D 上 的 一 个 全 纯 函 数 且 仅 有 单 零 点 ， 
k EEK. 若 对 于 任意 的 函数 S", g. E 多 在 区 域 D 上 IM 人 分担, WFE 
D 上 正规 . 


很 自然 的 有 一 个 问题 : 在 定理 AD 的 条 件 中 , 全 纯 函 数 少 EKR D ENA 
单 零 点 和 函数 族 中 的 函数 了 所 有 的 极点 都 是 重 极点 是 否 是 必需 的 ? 


在 2007 年 , 方 明亮 和 常 建 明 [13] 考虑 了 定理 AC Pa = 0 的 情况 , 证 明了 
下 面 的 结论 : 


定理 4B. 假设 F 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 , Hk EEK, b 是 非 零 复 
数 . 若 对 于 任意 的 函数 fe F EKR D LAB SAO, fO 200R fO -b 
的 零点 重 数 至 少 为 42, 则 多 在 D 上 正规 . 


标注 4.2. 上 述 定 理 条 件 中 的 实数 E 已 经 达到 最 小 值 ， 可 参见 [13] 的 例 
ez 


ae 
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夏 吉 英 , He [57] 于 2009 年 用 全 纯 函 数 Vlz) 关 0 替换 定理 4E 中 的 常数 b, 
证 实 了 下 面 的 结论 : 
定理 4F. 假设 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 疯 数 族 ， 少 ( 关 0), ao, 91,.…,Qk-1 是 区 


it D 上 的 全 纯 函 数 , H k BEECH. 车 对 于 任意 的 函数 fc 史 EKR D 上 都 
满足 f 40, f +a if +..+af'+aof 关 0 以 及 


FO tay ft +... taf’ + aof — (2) 
的 零点 重 数 至 少 为 E, 4 k=1if, V 的 零点 重 数 最 多 为 2; 4k> 2h, V 
仅 有 单 零点 . 则 多 在 D 上 正规 . 


自然 我 们 想到 能 否 将 分 担 值 的 思想 引入 到 定理 AF? ERER, 我 们 就 这 
个 问题 做 了 研究 , 得 到 了 下 面 的 定理 : 


定理 41. 假设 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函数 族 ， 少 ( 关 0), ao,41,,.…, ak-1 是 
全 纯 函 数 , Hk EEY. 若 对 于 任意 的 函数 f EF EKR D 上 都 满足 f AO, 
P(f) =f taraf +..4+a:f' Haf 关 0 以 及 对 任意 的 函数 Sg EFA 
P(f) 和 P(g) IM 448 y. W F €D EEM. 


从 定理 4.1 可 以 推出 下 面 的 结果 : 


推论 4.2. 假设 多 是 区 域 D 内 的 亚 纯 函 数 族 ，( 关 0), ao, a1,,.…,ak-1 是 
全 纯 函 数 , H k EEK. 若 对 于 任意 的 函数 fe 多 EKR 忆 上 都 满足 f A 0, 
FO #0 以 及 对 任意 的 函数 f g EFA fO Mo” IM HY. M FEDE 


标记 4.3. 根据 分 担 值 思想 , 定理 4.1 和 推论 4.2 去 掉 了 原来 定理 中 也 的 零 
点 都 是 单 零点 的 限制 . 


标记 4.4. 推论 42 删 去 了 定理 4D 中 的 万 仅 有 单 零点 以 及 任意 函数 f EF 
的 所 有 极点 都 是 重 极 点 . 但 是 增加 了 条 件 : 对 任意 函数 JE F AL” 40. 因此 
推论 4.2 一 定 意义 上 改进 了 定理 AD. 


定理 4.1 中 的 条 件 u £0 是 必需 的 , 下 面 的 例子 可 以 说 明 . 
例 4.1. RF = {fn(z) = e,m = 1,2,…}， 明 显 地 ， 对 任意 的 函数 
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feF we f 40, SO 40, 对 于 不 同 的 正 整数 mn, (56 IM 分 担 0. 
BE, F 在 点 z=0 不 正规 . 


标记 4.5. 本 章 的 思想 来 自 于 [34] [55] [57]. 


§4.2 ”主要 引 理 
为 了 证 明 我 们 的 定理 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 . 
引 理 4.1.( [23]) 假设 f(z) 是 定义 在 C 上 的 超越 亚 纯 函 数 ，K(> 1) 是 正 整 


HH b 是 一 非 零 有 穷 值 . 则 f RAL” —b 有 无 穷 多 个 零点 


引 理 4.2.( [55]) 假设 f(z) 为 非常 数 的 亚 纯 函数 ，k(> 1) 是 正 整数 且 b 是 
一 非 零 有 穷 值 . 若 f A0, W f(z) 一 5 在 复 平 面 上 最 少 有 两 个 不 同 的 零点 . 


引 理 4.3. 假设 f(z) 为 非常 数 的 亚 纯 函 数 ，Kk(> 1) 和 1 是正 整数 .  f 40 
Bf 40, 则 f(z) - 271 在 复 平面 上 最 少 有 两 个 不 同 的 零点 . 


证 明 因为 f 关 0 以 及 SO £0, 则 了 是 非 多 项 式 的 有 理 函 数 且 f 的 形式 


为 : 


IO) = Cam Ga Ga Se 
AF 4 去 0 ARR, m, m2,…, mz 为 正 整数 . 
4 m=m,+mo+...+m, Tl 
Pi, Ue —A(mz'-! + bi-22!7? +... + bo) 
F(2) mi ti (ga, JT (4.2) 
其 中 b._2,…, bo 为 常数 , MF kK > 2, 运用 数学 归纳 法 可 以 得 到 : 
B kt-k 十 ee zkt-k-1 i 
MO am Ga HD 


H+ B = (—1)*m(m + 1)(m + 2)...(m+k—-1)A40, cer-p-1,---Co 是 常数 ,由 
fOA0, 我 们 推出 t=1 且 有 


f(z) = (4.4) 


A 


(z—2)™ 


. 38. 
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B | 
f(z) = G- am (4.5) 
下 面 我 们 分 情况 讨论 ， 
情况 1. € JO -z 仅 有 一 个 零点 , 记 为 z. 
从 (4.5) 式 , RITS 
B B'(z = zo) ritet 
的 
Í (z) = (z re z,)mitk (z 上 -= z,)mtk 


明显 地 ，B' 为 非 零 常数 且 I> 1. 
由 于 (4.6) 式 , 我 们 得 到 : 


FERD (2) A 


(4.6) 


(z f? 2) ™t*-1 P (z) 


(z 一 2] jmatk+i+1 i 


(4.7) 
其 中 P (2z) #0. 
G 根据 (4.4) 式 可 以 推出 : 


A’ 
f t+ (2) we : 


(z 一 2) jmi+k+1+] 1 


sa 


(4.8) 
AF A 为 非 零 常数 . 

比较 (4.7) 式 与 (4.8) 式 不 难得 到 deg 4 =0> mi 十 上 一 1, FJA. 

情况 2. & f(z) -— 2° #0 MY. 

由 (4.5) 式 可 以 证 明 情 况 2 Amar. o 

引 理 4.4.( [55]) 假设 .多 是 定义 在 区 域 D 上 的 亚 纯 函数 族 ， 太 是正 整数 且 
u(4 0) 是 定义 在 区 域 D 上 的 全 纯 函 数 . 如 果 对 任意 的 fe 多 都 满足 f 40, H 
对 任意 的 f.g E FRA SO Ao” IM 分 担 v, M FED AER. 

在 本 章 中 , 我 们 利用 与 文 [55] 中 相同 的 方法 , 推广 了 引 理 4.4 得 到 了 下 面 更 
一 般 的 结论 : 

引 理 4.5. 假设 .多 是 定义 在 区 域 D 上 的 亚 纯 函数 族 , k 是 正 整 数 且 V(# 0) 
是 定义 在 区 域 D 上 的 全 纯 函 数 . 如 果 对 任意 的 JE 史 都 有 卫 夫 0, 且 对 任意 的 


- 39 ， 
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f.g € F RH GU) A Gl) IMAH v, 其 中 GU) 是 满足 条 件 g > deg(H) 和 
m < 上 十 1 的 微分 多 项 式 . 则 F ED 内 正规 . 


其 中 微分 多 项 式 的 权 w, 次 数 deg 以 及 le 的 定义 见 第 3.1 节 . 


证 明 我 们 不 妨 取 D = A = {|z| < 1}, 假设 多 EKR D 内 不 正规 . 不 失 
一 般 性 ， 可 以 假设 多 在 点 z = 0 处 不 正规 . 运用 Zalcaman 引 理 , 存在 一 个 实 
Mr e (0,1); 复数 列 z; H z 30 (j > œ); 函数 列 fj Ee 多 以 及 一 正 实数 列 
pj > 0+ 使 得 g;(€) = pj*fj(zj + pE) 依 球面 距离 内 闭 一 致 收敛 到 C 上 的 非常 数 
亚 纯 函 数 o(€). ME, off) 的 级 至 多 是 2. Hurwitz 暗含 g(f)A0. RNA: 


Gz +p;C) = PULL (zi + piC)) + H(fi, fi SON + 050): 


H (fis Fis- fp )(% + 056) 
n 
k d M,)—w(A i k 
= 9 bly + 050) A Mi(gj,94,--+195, )(C). 
i=] 


考虑 到 b:(2) (i =1,2,...,.n) Æ D ER, 则 对 于 足够 大 的 j 
AEF + p;C)| <M (ao) < œ, (i ete? ARN n) 


RY. 
我 们 从 sla <k+1 可 以 推导 出 ; 
eg 


k+1) deg(M,)—w(M; k 
S > bil zy tpi) Prem M g, gi, NC) 


i=l 
EC 上 任意 不 包含 函数 g6) 极点 的 闭 子 集 上 内 闭 一 致 收敛 到 0. 


因此 有 ， 
G(f5)(z; +p) = P(g)(¢) (4.9) 


G(F;)(z + 056) — lzi +p) + P(g™)(¢) — U(z0) (4.10) 
在 C 上 任意 不 包含 函数 E) 极点 的 闭 子 集 上 成 立 . 


. 40 - 
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下 面 我 们 将 证 明 GC) 一 (20) 仅 有 一 个 零点 . 利用 反 证 法 , 令 Co Al G 
是 GINO — (zo) 的 两 个 不 同 的 零点 ， 则 我 们 可 选择 足够 小 的 6(> 0) 使 得 
D(Go,6) N D(C6,6) = 0. 其 中 D(C0,6) = {$ : IC — Gol < 5}; D(C) = {Ç : 
IC- côl < ô}. 由 Hurwitz 定理 可 知 存在 6 E€ D(Co,6); CF E D(C6,6) 使 得 对 足 
够 大 的 7 A: 
G(fi)(z + pj) — Vlz) = 0, 


G( fj) (25 + 1G) — Yz) = 0. 


根据 定理 的 假设 : 对 于 任 给 的 fg € F RA G(f) 和 Gg) IM 分 担 vh). 
我 们 得 到 对 于 任意 的 正 整 数 m 都 有 : 


G(fm)(2j + 0365) — (20) = 0, 
G( fm) (2 +p) — v(20) = 0. 
固定 m 取 j 一 oo, 注意 到 名 十 pjbi z+ 70, 则 
G(fm)(0) — (20) = 0. 
因为 G(fm)(0) —v(2o) 的 零点 构成 的 点 集 无 聚 点 ,所 以 有 ， 
Zj + pj6j = 0; zj + pjG =0. 


因此 


这 与 G € D(b0,6); C € D(G.5) HE Dld) N D(G,5) = 0 HAS. 因此 
G(f;) — vlo) 仅 有 一 个 零点 . 


再 次 运用 Hurwitz ET P(g) (C) 一 水 (20) 仅 有 一 个 零点 . 


根据 引 理 4.1 与 引 理 4.2, gC) 一 水 (z0) 至 少 有 两 个 不 同 的 零点 . 从 P(w) 
的 定义 , 我 们 推 得 P(g") (¢)) 一 (20) 至 少 有 两 个 不 同 的 零点 ， 得 到 矛盾 . 


因此 多 在 D 内 正规 . O 
根据 引 理 4.5, 我 们 立即 可 推出 下 面 的 引 理 . 


,A 
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引 理 4.6. 假设 多 是 定义 在 区 域 D 上 的 亚 纯 函数 族 ， 大 EENE vl 
0), ao,al,…:Qak-1 是 定义 在 区 域 D 上 的 全 纯 函 数 . 如 果 对 任意 的 f € F 都 满 
ESEO fH +arf +... +a +acf 关 0 且 对 任意 的 fg e F 都 有 
fO + ap af" +... +a f +f 5 g” + agag? +... 十 aig 十 aog IM 分 担 
V, 则 多 在 D 内 正规 . 


引 理 4.7.( [23]) 假设 f(z) HEARE, k 是 正 整数 . 若 上 AO, f(z) ¥1, 
则 三 虹 化 为 常数 函数 ， 


引 理 4.8.( [5] [56]) 假设 f(z) 是 定义 在 C 上 的 超越 亚 纯 函数 ， 大 是 正 
整数 是 P(x 0) 为 多 项 式 , 若 f 的 所 有 零点 重 数 ( 除 有 穷 多 个 外 ) 至 少 是 3， 则 
f(z) — P(z) 有 无 穷 多 个 零点 . 


§4.3 ”定理 4.1 的 证 明 


既然 正规 性 是 局 部 性 质 , 不 失 一 般 性 , 我 们 可 以 假设 D =A= {z:|z|< 1} 
H. 
u(z) =z'p(z) (z €A), 
其 中 1 是 正 整 数 ，”(0) =1, ÆA = {2z:0< |z| <1} EE p(z) #0. 根据 引 理 
4.5, 我 们 仅仅 需要 证 明 函 数 族 .多 在 点 z = 0 处 正规 ， 


mR fEeF, P(f)(0)A Y0), WEE ô > 0 使 得 在 As 上 P(f)(z) 4 yle). 
由 定理 的 条 件 , 对 任意 的 ge F 有 P(g)(z) Av(2) 在 As 上 成 立 . 运用 定理 D 
的 结果 ， 多 在 As 上 正规 , 因此 多 在 >=0 点 正规 . 


接 下 来 我 们 考虑 P(f)(0) = ww(0), 假设 在 区 域 |z| < 6 (6 是 一 个 比较 小 的 
正 整数 ) 上 满足 P(f)(z) 关 必 (z). (否则 , 在 区 域 |z| <5 上 有 P(f)(z) = Wz), 
则 根据 定理 的 条 件 , 对 任意 的 ge 多 有 P(g)(z) = vl) MM. 

因此 P(g)(z) A v(z) 十 1， 则 可 以 根据 定理 AF 得 到 F 在 点 > = 0 处 正 
规 ， 即 在 这 种 情况 下 完成 定理 的 证 明 . 假设 存在 5 > 0 使 得 在 > e AL 上 有 
P(f)(z) Aw(z), 则 对 任意 的 g€ F, 我 们 有 : 


P(g)(2)#vw(z2) (z € AS). (4.11) 


¥ 
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由 定理 4F 可 知 多 FE A’ 上 正规 . 


接 下 来 ， 我 们 将 证 明 F 在 点 > = 0 处 正规 . 假设 结论 不 真 ， 则 .多 在 点 
z 二 0 € A AEM. 即 函数 族 多 存在 一 个 子 列 , 仍 记 为 F, 使 得 它 在 点 z= 0 
处 无 任何 正规 的 子 列 . 


考虑 函数 族 3 = {g(z) = FS: f € Fz € A}, 由 于 对 任意 的 jE 多 都 有 
f #0, 则 我 们 有 g(0) = co 对 任意 的 函数 ge S MIL. 


首先 我 们 证 明 S 在 A 上 正规 . 利用 反 证 法 , 假设 SHEAR zo CA 不 正规 , 由 
引 理 3.1, 存在 一 函数 列 gn € Si; 点 列 zn > 20 以 及 正 实数 列 p 一 0 使 得 


Ga(é) = 一 GKE) 


n 


依 球面 距离 内 闭 一 致 收敛 到 一 个 定义 在 C 上 的 非常 数 亚 纯 函数 , HA GE) £0. 
下 面 我 们 分 两 种 情况 讨论 
情况 1. <i Set 


Pn 


通过 简单 的 计算 , 对 于 0 < i < 上 我们 有 : 
gg(z -it Noa Y (z) 
(z) = ao - -Zio A ex 
(t) (~» 
-26 Loto a (z De ae (4.12) 
其 中 Ay, =1(l—1)-- PEN? l<j, t=0,1,....7-1 H Ay =1. 
Hy (4.12) 式 , 我 们 可 以 推出 : 


PEGO (E) = gÉ (zn + pné) 


_ fn (Zn + p8) j (i-j) a l p (Zn pné) 
Y(n + pré) + Pn&) Slats (2 j: pnf) 2 Ax (Zn + Pn€& Tt (Zn -5 pnE) | 


1 pp (zn + pn), 


fr (Zn + png) _ eum en ES ES 
(zn Pn} pln + pn§) 


i U(2p T pné) j=l ph 人 D isa 


AF 
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为 一 方面 , 我 们 有 : i 


zn 
及 一 co re +é 


=0 
以 及 
im Lah (en + hrf) o 
noo (2, + pn€) 
对 于 t > 1 成 立 . 注意 到 Hm 一 Gig), py Bm 在 C 上 除去 函数 
G(&) 的 极点 以 外 的 集合 内 一 致 有 界 . 因此 , 在 C 的 任何 子 集 内 都 不 包含 函数 
G(E) 的 极点 . RTA: 


Nzn + PrE) 
(zn + pné) 


fi (Zn + prê) 
U(2n + pné) 


+ G(€), 


一 0, 
¢=0,1,...,6—1. 
既然 AQ, +++, Qk—]1 在 区 域 D 内 解析 ， 进一步 可 以 推 得 : 


fr (zn + pné) + Ltdai(zn + pn€) fË (zn + prê) 


GF) ! 
WwW (zn + pn€) Toe 


fr (Zn + pn€) + Das (2n + pn€) LE (zn + Pn€) — (2n + Pn€) 
VW (2n + pn€) 
我 们 从 GE) A 0 可 以 推导 出 CM (E) £1. 为 了 证 明 这 个 结论 , 我 们 不 妨 假 
设 G (£o) = 1 成立. 运用 Hurwitz 定理 , 存在 En 一 Eo 使 得 当 n 足够 大 时 有 ， 


一 GOI(E) 一 1 


P(f)(2n T pnén) VY (zn + pnén). 


根据 定理 的 条 件 , 对 任意 的 正 整 数 m, 有 P(f)(zn + Pn€n) = (zn 十 pnén) 
RL. 另外 由 于 zn 十 pnén > 20 E As 以 及 对 足够 大 的 nn 有 a+ pn€n E As RZ, 
而 且 2% 十 pn&n AO (和 否则, 有 znt Prin = 0 WEE En =- > 00, 矛盾 ). 因此 
对 足够 大 的 n, 有 zn 十 pnéfn E AG. 这 与 (4.11) AFA. 


由 此 可 得 G(€) #0; GW(€) 关 1, 运用 引 理 4.7 可 知 G 是 一 个 常数 , 得 到 矛 
ja. 


Bs. 
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情况 2. a +a, a 是 有 穷 复数 . 则 
gn(Pn€) _ 9n(2nt+PnlE—-F)) 2m Ser 
te ee =) > GE — a) = G{8), 
AMG GE) +0 H E = 0 是 函数 G 的 一 个 重 数 至 少 是 ! 的 极点 . > 


H(€) = 29. (4.13) 


pet 


则 
由 (pnE) fn(pné) UnS)gnOnS) 


AO EE A ee 
注意 到 一 +e, WH: 


H, (€) + €'G(€) = H(E) 


在 C 的 闭 子 集 上 一 致 收敛 . 既然 5 = 0 是 函数 G 的 一 个 极点 , 所 以 有 五 (0) £0, 
H(€) # 0. 


运用 (4.13) R, 我 们 得 到 : 


(i) 
Hy = 一 + H€), 


在 C 的 不 包含 函数 GE) 极点 的 闭 子 集 上 一 致 收敛 . 根据 上 面 的 氢 述 ,我 们 有 ， 


fu’ (pné) + Eio Gi (OnE) fa (pné) + HK(E) (4.14) 
以 及 
(k) 一 (i) , 
fn (pné) + Eizo 9: (Mnf) fa (Pn) — Vln) pe) Ee (4.15) 
在 C 上 内 闭 一 致 收敛. 


由 于 定理 的 假设 条 件 以 及 (4.15) 式 ，Hurwitz 定理 暗含 HOE) #0. 
下 面 我 们 证 明 当 上 E C\{0} 时 , 有 HOE) AE! 成 立 ， 


. 45- 
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首先 我 们 证 明 HOE) £6. 否则 有 HOE 三 总 与 HE) #0 相 矛 盾 . GH 
TE Eo # 0 844 H)(&) = &, 则 从 定理 的 条 件 以 及 (4.15) 式 出 发 , 运用 Hurwitz 
定理 可 以 得 到 存在 En 一 Eo 使 得 f4 (OnEn) + 》 Gi(OnEn) S (OnE) = U(pnEn). 
i=0 
根据 定理 4.1 的 假设 , 对 任意 正 整数 m 有 P(fm)(OnEn) = U(Pnfn). 而 对 足够 大 的 
n pnén E As 成 立 , 这 与 (4.11) 式 矛 盾 . 因此 , 当 € | C\{O} wt, HOE) Ze! 
RL. 


注意 到 H(E) #0, 则 根据 引 理 4.8, H 一 定 是 有 理 函 数 . 假如 H 为 一 个 党 
数 . 我 们 运用 引 理 4.3 可 知 HOE) 一 至 少 有 两 个 不 同 的 零点 ， 得 到 矛盾 . 因 
此 H 一 定 是 非 零 常 数 , 与 HOE) AO 矛盾 . 至 此 , 我 们 证 明了 函数 族 S £ Ai 
上 正规 . 


我 们 继续 说 明 函 数 族 多 在 点 z = 0 处 正规 . 既然 3 在 A 上 正规 , 则 函数 族 - 
S 在 区 域 A 上 依 球 面 距离 等 度 连续 . 另外 对 任意 的 gE€ S, g(0) = œ, 因此 存在 
ô > 0 使 得 |g(z)| > 1 对 于 任意 的 函数 g E 3 以 及 任意 的 z E As = {z: |z| < ô} 
成 立 . 假设 多 在 点 z = 0 不 正规 . 由 于 多 在 区 域 0 < |z| < 1 内 正规 ， 则 函数 
BA ={7:feS}#A={z:0< |z| < 1} 内 正规 , 但 在 点 z = 0 处 不 正 
SL. 所 以 存在 一 列 函 数 {5-} C 多 1 在 A’ 内 正规 但 在 A 内 不 正规 , 注意 到 在 A 
内 fn #0, 以 及 对 任意 的 n, y E A 内 解析 . 运用 最 大 模 原 理 可 得 在 A' 内 有 
Fo. 因此 fr 在 A' 内 内 闭 一 致 收敛 到 0. 对 于 {on} CSAR g =L EM 
结果 也 成 立 . 但 是 对 任意 的 z E As 有 |g(z)|>1 成 立 , FR. 0 
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